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Poglavlje 1

Uvod

Razvojem ra£unarstva i pove¢anjem procesne mo¢i ra£unala, ljudi su po£eli rje²avati izuzetno kom-
pleksne probleme koji su do tada bili nerje²ivi � i to naprosto tehnikom grube sile (engl. brute-force,
koristi se jo² i termin iscrpna pretraga), tj. pretraºivanjem cjelokupnog prostora rje²enja. Uobi£a-
jeni algoritmi koji se koriste u tu svrhu su algoritam pretraºivanja u ²irinu, algoritam pretraºivanja u
dubinu [Russell and Norvig, 2010] te algoritam iterativnog pretraºivanja u dubinu [Korf, 1985]. Svi
navedeni algoritmi spadaju u algoritme slijepog pretraºivanja s obzirom da ne uzimaju u obzir nikakve
informacije vezane uz problem koji rje²avaju. Kako bi se pretraga ubrzala, razvijena je i porodica
algoritama usmjerenog pretraºivanja, u koju spadaju algoritmi koji su prilikom pretraºivanja vo�eni
informacijama o problemu koji rje²avaju i procjeni udaljenosti od trenutnog pa do ciljnog rje²enja koje
se traºi. Ove se informacije uzimaju u obzir kako bi se pretraga usmjerila i time prije zavr²ila. Primjer
ovakvog algoritma je algoritam A∗ [Hart et al., 1968].

S obzirom da su danas ra£unala ekstremno brza, nije rijetka situacija da se njihovom uporabom u
jednoj sekundi mogu istraºiti milijuni ili £ak milijarde potencijalnih rje²enja, i time vrlo brzo prona¢i
ono najbolje. Ovo, dakako, vrijedi samo ako smo jako sretni, pa rje²avamo problem koji se grubom
silom, odnosno uporabom upravo spomenutih algoritama, dade rije²iti. Naºalost, postoji £itav niz
problema koji ne spadaju u ovu kategoriju, pa spomenimo samo neke od njih.

Problem trgova£kog putnika (engleski termin je Traveling sales-person problem, odnosno kra¢e TSP)
[Lawler, 1985] de�niran je ovako: potrebno je prona¢i redoslijed kojim trgova£ki putnik mora obi¢i sve
gradove, a da pri tome niti jedan ne posjeti vi²e puta, te da ukupno prevali najmanje kilometara. Na
kraju, trgova£ki se putnik mora vratiti u onaj grad iz kojeg je krenuo. Danas je poznato da ovaj naoko
trivijalan problem pripada razredu NP-te²kih problema. NP-te²ki problemi [Garey and Johnson,
1979] pripadaju u vrstu problema za koje danas jo² uvijek nemamo e�kasnih algoritama kojima bismo
ih mogli rije²iti. A radi se, naravno, o ekstremnoj sloºenosti ove vrste problema. Kako bismo ilustrirali
sloºenost problema trgova£kog putnika, napisan je jednostavan program u programskom jeziku Java
koji ga rje²ava tehnikom grube sile, i potom je napravljeno mjerenje za probleme od 3 do 13 gradova.
Rezultate prikazuju slike 1.1 i 1.2.

Eksperiment je napravljen na ra£unalu s AMD Turion 64 procesorom na 1.8 GHz i s 1 GB radne
memorije. Vrijeme potrebno za rje²avanje problema s 12 gradova iznosilo je pribliºno 12.3 sekunde,
dok je za 13 gradova bilo potrebno poprilici 2.5 minute. O£ekivano vrijeme rje²avanja problema s 14
gradova je oko pola sata, za 15 gradova oko 7.6 sati, dok bi za 16 gradova trebalo oko 4.7 dana.

Detaljnijom analizom ovog problema te samih podataka eksperimenta lako je utvrditi da je slo-
ºenost problema faktorijelna, pa je jasno da je problem koji se sastoji od primjerice 150 gradova
primjenom tehnike grube sile prakti£ki nerje²iv. Paktorijelna sloºenost naivnog na£ina rje²avanja ovog
problema proizlazi iz £injenice da se jedno rje²enje problema moºe predstaviti kao jedna permutacija
redosljeda obilaska gradova. Problem koji tada rje²avamo jest pronalazak optimalne permutacije, koji,
ako ga rje²avamo tako da ispitamo svaku mogu¢u permutaciju pa potom odaberemo optimalnu, ima
faktorijelnu sloºenost (jer toliko ima permutacija). Me�utim, pokazano je da nema potrebe ispitivati
ba² svaku permutaciju rje²enja £ime su prona�eni e�kasniji algoritmi. Tako je u, primjerice, [Held and
Karp, 1962] opisan algoritam koji se temelji na dinami£kom programiranju i koji ovaj problem rje²ava
u eksponencijalnoj sloºenosti (konkretno, u sloºenosti O(n2 ·2n)). No iako je ovo bitno prihvatljivije od
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2 POGLAVLJE 1. UVOD

Slika 1.1: Ovisnost vremena pretraºivanja kod iscrpne pretrage o broju gradova kod TSP-a

Slika 1.2: Ovisnost vremena pretraºivanja kod iscrpne pretrage o broju gradova kod TSP-a uz logari-
tamsku skalu po ordinati
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faktorijelne sloºenosti, jasno je da su takvi pristupi i dalje neupotrebljivi za ve¢e primjerke problema. U
teoriji grafova, problem trgova£kog putnika odgovara pronalasku Hamiltonovog ciklusa u grafu, za koji
je [Karp, 1972] pokazao da je NP-potpun problem. Za pregled tehnika egzaktnog rje²avanja NP-te²kih
optimizacijskih problema £itatelj se upu¢uje na [Woeginger, 2003].

Probleme sli£nog tipa u svakodnevnom ºivotu neprestano susre¢emo. Evo jo² nekoliko problema
vezanih uz akademski ºivot.

Raspore�ivanje neraspore�enih studenata u grupe za predavanja je problem koji se javlja naknad-
nim upisom studenata na predmete, nakon ²to je napravljen raspored studenata po grupama. Veli£ina
grupe za predavanje ograni£ena je dodijeljenom prostorijom u kojima se izvode predavanja. Neraspo-
re�ene studente potrebno je tako razmjestiti da grupe ne narastu iznad maksimalnog broja studenata
(odre�enog prostorijom), te da se istovremeno osigura da student nema preklapanja s drugim dodije-
ljenim obavezama. Primjerice: neka imamo 50 studenata koji su ostali neraspore�eni na 5 kolegija,
i neka u prosjeku svaki kolegij ima 4 grupe u kojima se odrºavaju predavanja. Potrebno je za prvog
studenta i njegov prvi kolegij provjeriti 4 grupe, pa za njegov drugi kolegij 4 grupa, itd. Za sve studente
to ukupno daje:

(4 · 4 · 4 · 4 · 4) · (4 · 4 · 4 · 4 · 4) · · · · · (4 · 4 · 4 · 4 · 4) = 45 · 45 · · · · · 45 = 4550 ≈ 5 · 1034.

Kada bismo imali ra£unalo koje bi jednu kombinaciju moglo provjeriti u jednoj nanosekundi, za pro-
vjeru svih kombinacija trebali bismo 1.59·1018 godina! Kako bismo bolje shvatili koliko je ovo vremena,
spomenimo samo da je svemir star oko 1.37 · 1010 godina.

Izrada rasporeda me�uispita je problem u kojem je unaprijed de�niran skup raspoloºivih termina
u kojima se mogu odrºati ispiti, kapaciteti termina, skup kolegija koji imaju ispite, te popis studenata
po kolegijima. Jednostavnija varijanta problema zahtjeva pronalazak takvog rasporeda kolegija po
terminima uz koji ¢e svi kolegiji odrºati svoje ispite, i u kojem ne postoji student koji u istom terminu
pi²e vi²e od jednog ispita. Teºa varijanta problema dodatno traºi da svaki student izme�u dva ispita ima
²to je mogu¢e vi²e slobodnog vremena. Uzmimo kao ilustraciju problem izrade rasporeda me�uispita
na Fakultetu elektrotehnike i ra£unarstva Sveu£ili²ta u Zagrebu, u ljetnom semestru akademske godine
2008/2009. Broj termina bio je 40 a broj kolegija 130. Za prvi kolegij moºemo uzeti jedan od 40
termina, za drugi kolegij jedan od 40 termina, ... Ukupno imamo 40130 kombinacija. Opisani problem
je 10174 puta sloºeniji od prethodno opisanog problema raspore�ivanja neraspore�enih studenata. Za
jesenski ispitni rok u akademskoj godini 2011/2012 brojke su bile jo² ve¢e: u raspore�ivanje je u²lo
gotovo 200 kolegija.

Izrada rasporeda laboratorijskih vjeºbi je problem u kojem u kojem svaki kolegij de�nira broj potreb-
nih laboratorijskih vjeºbi, trajanje vjeºbi, prihvatljive dane za odrºavanje vjeºbi, prihvatljive prostorije,
i jo² niz drugih ograni£enja. Dodatno, za svakog studenta se zna koje je kolegije upisao, te kada je
zauzet predavanjima i drugim obavezama. Zadatak je prona¢i takav raspored koji ¢e osigurati da svi
studenti odrade sve traºene vjeºbe, i da pri tome nemaju kon�ikte s drugim vjeºbama ili s vanjskim
zauze¢ima. Kao ilustraciju sloºenosti uzmimo sljede¢i pojednostavljeni primjer: postoji 200 doga�aja
(doga�aj de�niramo kao odrºavanje jedne vjeºbe jednog predmeta podskupu studenata tog predmeta),
te imamo na raspolaganju 30 termina u koje doga�aj moºemo smjestiti. Kako za svaki doga�aj mo-
ºemo uzeti jedan od 30 termina, ukupan broj kombinacija koje treba ispitati je 30200 ≈ 10295. Zgodno
je primjetiti da je ovo samo broj na£ina na koje moºemo doga�aju pridijeliti termin. Me�utim, tu
jo² nismo uzeli u obzir da, primjerice, ako imamo kolegij sa 60 studenata £ije su laboratorijske vjeºbe
razpodijeljene u dva doga�aja (dvije grupe) od po 30 ljudi, negdje trebamo ispitati kojih 30 studenata
treba staviti u koju grupu � ²to dovodi do daljnje eksplozije broja kombinacija koje treba ispitati.

Na sre¢u, optimalno rje²enje nam £esto nije nuºno; obi£no smo zadovoljni i s rje²enjem koje je
dovoljno dobro.

De�nicija Algoritme koji pronalaze rje²enja koja su zadovoljavaju¢e dobra, ali ne nude nikakve garan-
cije da ¢e uspjeti prona¢i optimalno rje²enje, te koji imaju relativno nisku ra£unsku sloºenost (tipi£no
govorimo o polinomijalnoj sloºenosti) nazivamo pribliºni algoritmi , heuristi£ke metode, heuristi£ki al-
goritmi ili jednostavno heuristike [Dorigo and Stützle, 2004]. Dijelimo ih na konstrukcijske algoritme
te algoritme koji koriste lokalnu pretragu.
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Konstrukcijski algoritmi rje²enje problema grade dio po dio (£esto bez povratka unatrag) sve dok
ne izgrade kompletno rje²enje. Tipi£an primjer je algoritam najbliºeg susjeda (engl. nearest-neighbor
procedure). Na problemu trgova£kog putnika, ovaj algoritam zapo£inje tako da nasumice odabere
po£etni grad, i potom u turu uvijek odabire sljede¢i najbliºi grad.

Algoritmi lokalne pretrage rje²avanje problema zapo£inju od nekog po£etnog rje²enja koje potom
poku²avaju inkrementalno pobolj²ati. Ideja je da se de�nira skup jednostavnih izmjena koje je mogu¢e
obaviti nad trenutnim rje²enjem, £ime se dobivaju susjedna rje²enja. U najjednostavnijoj verziji,
algoritam za trenutno rje²enje pretraºuje skup svih susjednih rje²enja i bira najboljeg susjeda kao novo
trenutno rje²enje (tada govorimo o metodi uspona na vrh, ili engl. hill-climbing method). Ovo se
ponavlja tako dugo dok kvaliteta rje²enja raste.

U dana²nje doba posebno su nam zanimljive metaheuristike.

De�nicija Metaheuristika [Glover and Kochenberger, 2003, Talbi, 2009] je skup algoritamskih konce-
pata koji koristimo za de�niranje heuristi£kih metoda primjenjivih na ²irok skup problema. Moºemo
re¢i da je metaheuristika heuristika op¢e namjene £iji je zadatak usmjeravanje problemski speci�£nih
heuristika prema podru£ju u prostoru rje²enja u kojem se nalaze dobra rje²enja [Dorigo and Stützle,
2004].

Primjeri metaheuristika su simulirano kaljenje, tabu pretraºivanje, algoritmi evolucijskog ra£unanja i
sli£ni. Pri tome ih moºemo podijeliti u dvije velike porodice algoritama: algoritmi koji rade nad jednim
rje²enjem (gdje spadaju algoritam simuliranog kaljenja te algoritam tabu pretrage) te na populacijske
algoritme koji rade sa skupovima rje²enja (gdje spadaju algoritmi evolucijskog ra£unanja).

Simulirano kaljenje [Kirkpatrick et al., 1983, Eglese, 1990, Fleischer, 1995] motivirano je procesom
kaljenja metala. Ideja algoritma jest da se dobra rje²enja f(s

′
) > f(s) automatski prihva¢aju (pret-

postavimo da se traºi maksimum funkcije; f je promatrana funkcija, s trenutno najbolje rje²enje a s
′

razmatrani kandidat), a lo²a f(s
′
) < f(s) prihva¢aju s vjerojatno²¢u:

pprihvati(s, s
′
, T ) = e

f(s)−f(s
′
)

T

gdje je T temperatura. Ovakva strategija bi algoritmu trebala osigurati da uvijek prihvati bolje no-
voprona�eno rje²enje, a povremeno i lo²ije rje²enje od trenutnog najboljeg, kako bi se pomoglo u
izbjegavanju lokalnih optimuma. Pri tome je vjerojatnost prihva¢anja to ve¢a ²to je razlika izme�u
lo²eg rje²enja f(s

′
) i do tada prona�enog najboljeg f(s) manja, te ²to je temperatura T ve¢a. Algo-

ritam kre¢e od visokih temperatura £ime se osigurava grubo pretraºivanje prostora stanja, i potom
temperaturu postupno smanjuje £im se poku²ava osigurati �na pretraga u okolici najboljeg rje²enja te
u kona£nici konvergencija.

Tabu pretraºivanje [Glover, 1989, 1990, Glover and Laguna, 1997] je tehnika kod koje se pamti lista
zadnjih n posje¢enih rje²enja, i ta su rje²enje zabranjena (tabu). Prilikom pretraºivanja prostora, iz
susjedstva rje²enja s bira se najbolji susjed s

′
koji pri tome nije u listi zabranjenih rje²enja � £ak i

ako je taj lo²iji od trenutno najboljeg rje²enja. Ovom tehnikom algoritam nudi mogu¢nost izlaska iz
lokalnih optimuma i napredak prema globalnom optimumu.

Osvrnimo se ovdje ukratko i na podskup algoritama evolucijskog ra£unanje poznat pod nazivom
evolucijski algoritmi . Danas ga uobi£ajeno dijelimo na £etiri podpodru£ja: genetske algoritme [Holland,
1975, Goldberg, 1989, Liepins and Hillard, 1989, Muhlenbein, 1997], genetsko programiranje [Koza,
1992], evolucijske strategije [Rechenberg, 1973, Schwefel, 1981] te evolucijsko programiranje [Fogel
et al., 1966]. Zajedni£ka im je ideja da rade s populacijom rje²enja nad kojima se primjenjuju evolucijski
operatori (selekcija, kriºanje, mutacija, zamjena) £ime populacija iz generacije u generaciju postaje sve
bolja i bolja.

Velika skupina algoritama koji se dobro nose s opisanim te²kim problemima nastala je prou£avanjem
procesa u prirodi. Priroda je oduvijek bila inspiracija £ovjeku u svemu ²to je radio. I to ne bez
razloga � prirodni procesi optimiraju ºivot u svakom njegovom segmentu ve¢ preko 4 milijarde godina.
Prou£avanjem ovih procesa i na£ina na koji ºiva bi¢a danas rje²avaju probleme znanost je do²la do
niza uspje²nih tehnika kojima je mogu¢e napasti prethodno opisane probleme. U nastavku ¢emo
opisati nekoliko takvih tehnika: simulirano kaljenje, genetski algoritam, optimizaciju kolonijom mrava,
optimizaciju rojem £estica, optimizaciju umjetnim imunolo²kim sustavom te algoritam diferencijske
evolucije.
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Slika 1.3: Podjela evolucijskog ra£unanja na glavne grane. Uz svaku granu prikazani su i odabrani
algoritmi.

1.1 Pregled algoritama evolucijskog ra£unanja

U prethodnom odjeljku kratko smo se osvrnuli na evolucijske algoritme. No kako izgleda ²ira slika?
Evolucijsko ra£unanje je grana umjetne inteligencije koja se, najve¢im dijelom, bavi rje²avanjem

optimizacijskih problema. To je podru£je u razvoju ve¢ vi²e od pola stolje¢a: za£etci seºu u kasne
50.-e [Back et al., 1997]. Evolucijsko ra£unanje danas obuhva¢a bogat skup raznorodnih algoritama od
kojih ¢emo se u ovom poglavlju osvrnuti na nekoliko. Evolucijsko ra£unanje moºe se podijeliti u tri
grane: evolucijske algoritme, algoritme rojeva te ostale algoritme. Ova podjela kao i odabrani algoritmi
prikazani su na slici 1.3.

Podru£je evolucijskog ra£unanja ujedno pripada i u podru£je metaheuristika [Michalewicz and Fo-
gel, 2004, Talbi, 2009, Yang, 2008] � heuristika namijenjenih vo�enju problemski speci�£nijih heuristika
u poku²aju da se prona�e potprostor u prostoru pretraºivanja koji sadrºi dobra rje²enja.

U evolucijske algoritme danas uobi£ajeno ubrajamo evolucijske strategije, evolucijsko programira-
nje, genetski algoritam te genetsko programiranje. Utjecaj na ovo podru£je imali su radovi [Bremer-
mann, 1962, Friedberg, 1958, Friedberg et al., 1959, Box, 1957], dok su temelj postavili radovi [Holland,
1962, Rechenberg, 1965, Schwefel, 1968, Fogel, 1962]. Danas o ovim algoritmima postoji obilje litera-
ture, a spomenut ¢emo samo neke novije knjige: [A�enzeller et al., 2009, Deb, 2009, Sivanandam and
Deppa, 2010, Langdon and Poli, 2010].

U algoritme rojeva ubrajamo mravlje algoritme, algoritam roja £estica, algoritme p£ela i druge.
Razvoj mravljih algoritama potaknut je eksperimentima biologa [Pasteels et al., 1987, Goss et al.,
1989] o pona²anju mrava u prirodi. Popularizaciju te veliki poticaj za daljnja istraºivanja mravlji
algoritmi su doºivjeli nakon objave rada [Colorni et al., 1991] te knjige [Dorigo and Stützle, 2004].
Op²irni pregled mravljih algoritama moºe se pogledati u [Cordon et al., 2002]. Istaknutiji razvoj i
primjena algoritma roja £estica po£inje od sredine devedesetih, kada Eberhart i Kennedy de�niraju
sam algoritam [Kennedy and Eberhart, 1995] te knjigu [Kennedy et al., San Francisco, USA]. Od
preglednih radova o algoritmu roja £estica valja istaknuti [Song and Gu, 2004, Banks et al., 2007,
2008]. Razvoj algoritama zasnovanih na p£elinjem pona²anju po£inje 2004. godine objavom algoritma
Honey Bee Algorithm [Nakrani and Tovey, 2004]; nakon toga se razvija algoritam virtualnih p£ela
[Yang, 2005], algoritam Honey Bee Mating Optimization [Haddad et al., 2006] te algoritam umjetne
p£elinje kolonije [Karaboga and Basturk, 2007, 2008].

Granu ostali algoritmi £ini jo² niz drugih algoritama koji ne pripadaju u prethodne dvije grane.
Od zna£ajnijih algoritama tu svakako pripadaju umjetni imunolo²ki algoritmi, algoritam diferencijske
evolucije te algoritam harmonijske pretrage. Podloga za de�niranje umjetnih imunolo²kih sustava
seºe jo² u 1957. i £ine je radovi Burneta [Burnet, 1957, 1959, 1978]. Najra²irenije ina£ice algoritama,
posebice onih temeljenih na principu klonske selekcije opisani su u [de Castro and Timmis, 2002, Cutello
and Nicosia, 2005], a knjiga [Dasgupta and Niño, 2009] tako�er nudi dobar uvod u podru£je. Algoritam
diferencijske evolucije nastao je iz algoritma genetskog kaljenja (engl. Genetic Annealing) [Price, 1994].
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Prva verzija algoritma opisana je u tehni£kom izvje²taju [Storn and Price, 1995], nakon £ega su uslijedili
i radovi [Storn and Price, 1996, Price and Storn, 1997, Storn and Price, 1997, Price, 1997, 1999].
Algoritam harmonijske pretrage osmislili su Lee i Geem 2004. godine, te su pokazali njegovu primjenu
kako u optimizaciji funkcija kontinuiranih varijabli, tako i za rje²avanje kombinatornih problema [Lee
and Geem, 2004, 2005].

1.2 Najbolji optimizacijski algoritam

Nakon ovog kra¢eg uvoda, evo i zanimljivog pitanja: koji je od spomenutih optimizacijskih algoritama
najbolji?. Ovo je vaºno pitanje, jer ako ga odgovorimo, nadamo se da ¢e nam odgovor omogu¢iti da
se fokusiramo na samo jedan � onaj najbolji, i zaboravimo na sve ostale. To bi svakako bila zna£ajna
u²teda vremena. A evo i jo² jedno pitanje: mogu li se metaheuristi£ki algoritmi iz porodice algoritama
evolucijskog ra£unanja uspje²no koristiti za rje²avanje svih problema?

Dodatno, postavlja se i pitanje je li dobro koristiti nasumi£nu pretragu, te da li, kada i u kojoj
mjeri uvesti dodatne informacije u algoritam? Uporaba dodatne informacije u postupku pretraºivanja
£ini razliku izme�u slijepog i usmjerenog pretraºivanja. U nedostatku bilo kakvih smjernica, algoritmi
mogu samo nasumi£no generirati mogu¢a rje²enja ili pak nasumi£no modi�cirati trenutna rje²enja.
Uvo�enjem dodatnih informacija mogli bismo pomisliti da ¢e algoritmi uvijek raditi bolje (ma ²to bolje
zna£ilo). Me�utim, uvo�enjem dodatnih informacija pretraga se fokusira £ime se efektivno smanjuje
prostor pretraºivanja; to u nekim slu£ajevima moºe djelovati nepovoljno na postupak pretraºivanja
(primjerice, u prisustvu velikog broja lokalnih ekstrema gdje ¢e algoritam ostati trajno zarobljen u
lokalnom optimumu jer je previ²e fokusiran). S druge pak strane, ako problem nije takve vrste, fo-
kusiranje pretrage moºe dovesti do zna£ajnog skra¢ivanja vremena potrebnog za pronalazak dovoljno
dobrog (ili £ak optimalnog) rje²enja.

Razmi²ljaju¢i dalje u tom smjeru, vratimo se na po£etno pitanje: koji je algoritam pretraºivanja
onda najbolji? Na na²u sre¢u (ili ne), danas znamo odgovor na ovo pitanje. Wolpert i Macready
su u svojim radovima dokazali da nema najboljeg algoritma, ²to je poznato kao no-free-lunch teorem.
Dapa£e, dokazali su da su svi algoritmi pretraºivanja � upravo prosje£no dobri [Wolpert and Macready,
1995, 1997]:

All algorithms that search for an extremum of a cost function perform exactly the same,
according to any performance measure, when averaged over all possible cost functions. In
particular, if algorithm A outperforms algorithm B on some cost functions, then loosely
speaking there must exist exactly as many other functions where B outperforms A.

No ²to to zna£i odnosno kakve to ima posljedice? Poruka je jasna: za razli£ite probleme razli£iti ¢e
algoritmi biti "najbolji". �to vi²e algoritama znamo, i ²to vi²e razumijemo njihovo pona²anje i na£in
rada, ve¢e su nam ²anse da odaberemo pravi algoritam za problem koji poku²avamo rije²iti. Stoga
nam ne preostaje ni²ta drugo nego se baciti na posao i krenuti redom.
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Poglavlje 2

Optimizacija

Tekst koji upravo £itate bavi se na£inima rje²avanja optimizacijskih problema. I to ne bilo kakvim
na£inima, ve¢ prirodom inspiriranim optimizacijskim algoritmima. Stoga ¢emo si uzeti malo vremena i
poku²ati de�nirati problem optimizacije, pogledati koje vrste postoje te smjestiti to sve u ²iri kontekst.

2.1 Optimizacijski problem

Prije no ²to se upustimo u razmatranje svojstava optimizacijskih problema, pogledajmo najprije neko-
liko primjera optimizacijskih problema.

Primjer 1. Zadana je funkcija f(x) nad domenom [−300, 500] ⊂ R. Prona¢i vrijednost varijable
x za koju funkcija f poprima maksimalnu vrijednost.

Primjer 2. Zadana je funkcija g(x, y, z) nad domenom [−300, 500] × [−300, 500] × [−300, 500] ⊂
R×R×R. Prona¢i to£ku (x, y, z) za koju funkcija g poprima maksimalnu vrijednost.

Primjer 3. Na karti Hrvatske ozna£eno je 100 turisti£kih lokacija £iji obilazak turisti£ka agencija
ºeli staviti u svoju ponudu. Prona¢i redosljed obilaska tih 100 lokacija tako da turisti krenu iz jedne
od njih, obi�u sve ali niti jednu ne posjete vi²e puta i na kraju se vrate na lokaciju s koje su krenuli.
Ukupna cijena aranºmana koja je proporcionalna prije�enim kilometrima mora biti ²to je mogu¢e
manja.

Primjer 4. Na raspolaganju su podatci o kolegijima koji se predaju, studentima koji su upisali
kolegije, raspoloºivim prostorijama u kojima se mogu odrºavati predavanja kolegija, ºeljeni tjedni
broj sati odrºavanja predavanja svakog od kolegija te o nastavnicima koji predaju pojedine kolegije.
Generirajte tjedni raspored sati koji ¢e garantirati da (i) svi studenti imaju zakazana sva predavanja
i da ih mogu odslu²ati bez kolizija, (ii) da niti jedan nastavnik ne drºi vi²e predavanja istovremeno,
(iii) da niti ujednu prostoriju nije smje²teno vi²e studenata no ²to je kapacitet prostorije te (iv) da
niti u jednu prostoriju nisu smje²tena dva predavanja istovremeno. Poºeljno je tako�er da raspored u
²to ve¢oj mjeri osigurava (v) da svaki student u danu ima barem dva predavanja ili niti jedno, (vi) da
svaki student u danu ima minimalan broj rupa izme�u predavanja, (vii) da nastavnik ima minimalni
broj rupa u rasporedu te (viii) da nastavnik ²to je mogu¢e rje�e mijenja dvorane tijekom istog dana.

Primjer 5. Zadana je funkcija g(x, y, z) nad domenom R×R×R. Prona¢i to£ku (x, y, z) za koju
funkcija g poprima maksimalnu vrijednost. Pri tome mora vrijediti x2 − 7yz < 25 te xy + z3 > 2.

�to je zajedni£ko svim opisanim problemima?

1. Postoji prostor rje²enja (engleski termin je solution space). Rje²enja de�niramo kao to£ke u
prostoru rje²enja. Prostor rje²enja moºe biti jednodimenzijski ili vi²edimenzijski. U primjeru 1,
prostor rje²enja je jednodimenzijski: to je skup [−300, 500] ⊂ R. Svako rje²enje jedan je element
tog skupa (npr. −250, 117, 243 i sli£no). U primjeru 2, prostor rje²enja trodimenzijski: to je
kartezijev produkt [−300, 500]× [−300, 500]× [−300, 500] ⊂ R×R×R pa je svako rje²enje jedan
element tog produkta: ure�ena trojka, primjerice (−100, 217, 43).

2. Postoji prostor ciljnih funkcija (engleski termin je objectivespace). Prostor funkcija cilja (ili kri-
terijskih funkcija ili naprosto kriterija) moºe biti jednodimenzijski ili vi²edimenzijski. U primjeru

11
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1 traºi se maksimizacija eksplicitno zadane funkcije f � ta je funkcija u tom slu£aju na²a funk-
cija cilja. U primjeru 2 prostor funkcija cilja je tako�er jednodimenzijski. Me�utim, u primjeru
4 imamo zadan niz kriterija koje treba zadovoljiti. Teoretski, svaki od tih kriterija moºe biti
zadovoljen u odre�enoj mjeri £ime je prostor funkcija cilja 8-dimenzijski.

Funkcije cilja koje je potrebno minimizirati £esto prevodimo u komplementarne funkcije koje je
potrebno maksimizirati. U tom slu£aju govorimo o funkcijama dobrote (engleski termin je �tness
functions) koje po de�niciji daju to ve¢u vrijednost ²to je rje²enje bolje. Ako je zadana funkcija
f koju je potrebno minimizirati, najjednostavniji na£in izgradnje pripadne funkcije dobrote jest
uzeti funkciju −f . Minimizacija funkcije f jednaka je maksimizaciji funkcije −f .

3. Prostor rje²enja moºe biti kontinuiran ili diskretan. Primjeri 1 i 2 su primjeri kod kojih je prostor
rje²enja kontinuirani � rje²enje moºe poprimiti bilo koju vrijednost iz podskupa realnih brojeva.
Primjeri 3 i 4 su primjeri s diskretnim prostorima rje²enja � takve probleme nazivamo jo² i
kombinatori£kim problemima.

4. Problem moºe imati postavljena ograni£enja (engleski termin je constraints). Ograni£enja mogu
proizlaziti iz ograni£ene domene (kao u primjeru 1) ili pak iz eksplicitno zadanih ograda koje
moraju vrijediti (primjer 4 te primjer 5).

5. Ograni£enja mogu biti tvrda (engl. hard) ili meka (engl. soft). Tvrda ograni£enja su ograni£enja
koja moraju biti zadovoljena da bi rje²enje bilo prihvatljivo. Primjer su ograni£enja dana u pri-
mjeru 5 te ograni£enja (i) do (iv) u primjeru 4 � ako ona za neko rje²enje ne vrijede, to rje²enje je
neprihvatljivo. Tvrda ograni£enja dijele prostor rje²enja u dva podprostora: prostor prihvatljivih
rje²enja (engl. feasible solutions) te u prostor neprihvatljivih rje²enja (engl. unfeasible solutions).
Zada¢a optimizacijskog algoritma jest prona¢i prikladno prihvatljivo rje²enje.

Meka ograni£enja su ograni£enja de�niraju poºeljna svojstva rje²enja i ona mogu biti zadovoljena
u odre�enoj mjeri (dakako, ²to vi²e, to bolje). Primjer su ograni£enja (v) do (viii) u primjeru 4.

Temeljem prethodne analize optimizacijske probleme dijelimo u dvije velike porodice: problemi
jednokriterijske optimizacije te problemi vi²ekriterijske optimizacije. Kod problema jednokriterijske
optimizacije prostor funkcija cilja je jednodimenzijski: svako rje²enje moºemo direktno preslikati u
broj koji govori o kvaliteti tog rje²enja. Kod problema vi²ekriterijske optimizacije prostor funkcija cilja
je vi²edimenzijski: svako rje²enje preslikava se u vektor brojeva (svaki element vektora je iznos jedne
od de�niranih funkcija cilja). Problem s vi²ekriterijskom optimizacijom jest ²to rje²enja ne moraju
nuºno biti me�usobno usporediva. Pretpostavimo primjerice da rje²avamo problem dvokriterijske
optimizacije: svako rje²enje mjerimo na dva na£ina, i cilj nam je prona¢i rje²enje koje maksimizira
oba kriterija. Ako je kvaliteta rje²enja s1 → (2, 5) a kvaliteta rje²enja s2 → (3, 7), jasno je da je
rje²enje s2 bolje od rje²enja s1 (jer je bolje po oba kriterija). No kako usporediti rje²enja s3 → (2, 7)
i s4 → (3, 5)? Ta su rje²enja me�usobno neusporediva ²to predstavlja odre�en izazov u razvoju
algoritama za vi²ekriterijsku optimizaciju (o problemu vi²ekriterijske optimizacije pri£at ¢emo kasnije).
U prvom dijelu ovog teksta stoga ¢emo se fokusirati na problem jednokriterijske optimizacije.

Problem jednokriterijske optimizacije. Op¢eniti problem jednokriterijske optimizacije de�niran
je na sljede¢i na£in.

Minimiziraj / maksimiziraj f(~x),
uz zadovoljenje ograni£enja gj(~x) ≥ 0, j = 1, 2, . . . , J

hk(~x) = 0, k = 1, 2, . . . ,K
xLi ≤ xi ≤ xUi , i = 1, 2, . . . , n.

Rje²enje ~x je vektor decizijskih varijabli ~x = {x1, x2, . . . , xn}. Prvi i drugi skup ograni£enja prestavljaju
skup nejednakosti odnosno jednakosti koje moraju biti zadovoljene za sva prihvatljiva rje²enja. Tre¢i
skup ograni£enja de�nira donju i gornju granicu na vrijednosti koje decizijske varijable smiju poprimiti.
Ova tri skupa ograni£enja de�niraju prostor prihvatljivih rje²enja. U tom prostoru svako rje²enje ~x je
jedna to£ka.
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Sada, nakon ²to smo de�nirali problem jednokriterijske optimizacije, moºemo de�nirati i pojam
globalnog optimuma.

Globalni optimum. Kod jednokriterijske optimizacije, rje²enje ~x∗ naziva se globalnim optimumom
ako i samo ako rje²enje ~x∗ pripada prostoru prihvatljivih rje²enja i ako za svako drugo rje²enje ~x iz
prostora prihvatljivih rje²enja vrijedi f(~x∗) ≥ f(~x), gdje je f funkcija dobrote rje²enja.

Uo£imo da globalni optimum nije nuºno jedinstven � prethodna de�nicija dozvoljava postojanje
vi²e razli£itih rje²enja u kojima funkcija dobrote poprima svoju maksimalnu vrijednost. Tako�er, osim
ako funkcija nije strogo konveksna, mogu¢e je postojanje jednog ili vi²e lokalnih optimuma.

Lokalni optimum. Kod jednokriterijske optimizacije, rje²enje ~x∗ naziva se lokalnim optimumom ako
i samo ako rje²enje ~x∗ pripada prostoru prihvatljivih rje²enja i ako za svako drugo rje²enje ~x iz δ-okoline
od ~x∗, tj. uz δ > 0 i |~x− ~x∗| ≤ δ vrijedi f(~x∗) ≥ f(~x), gdje je f funkcija dobrote rje²enja.

Lokalni optimumi predstavljaju ozbiljan problem za optimizacijske algoritme. Naime, kako su
unutar δ okoline od lokalnog optimuma sva rje²enja lo²ija od lokalnog optimuma, svaki algoritam koji
radi dovoljno male korake i deterministi£ki bira uvijek samo bolje rje²enje od trenutnog zaglavit ¢e u
takvom lokalnom optimumu. Jedina ²ansa da se takav algoritam izvu£e iz lokalnog optimuma leºi ili u
pove¢anju koraka kojim se pretraºuje prostor ili u (mogu¢e stohasti£kom) prihva¢anju i lo²ijih rje²enja
od trenutno najboljeg, u nadi da ¢e to na duge staze ipak dovesti do jo² boljih rje²enja.

Optimizacijske postupke moºemo dijeliti na vi²e na£ina. Jedna takva podjela prikazana je na slici
2.1. Na² fokus ¢e biti na metaheuristikama: bilo na onima koje rade s jednim rje²enjem poput algoritma
simuliranog kaljenja, bilo na populacijskim metaheuristikama, poput genetskog algoritma i drugih.

Slika 2.1: Podjela optimizacijskih algoritama

2.2 Proces pretraºivanja

Svi metaheuristi£ki algoritmi dijele jednu zajedni£ku osobinu: u pretraºivanje prostora kre¢u od jednog
ili vi²e po£etnih rje²enja i potom temeljem postoje¢ih rje²enja (ili njihovog indirektnog utjecaja) gene-
riraju nova rje²enja. Prostor pretraºivanja (tj. prostor rje²enja) pri tome je dovoljno velik da provedba
iscrpne pretrage u dostupnom vremenu nije mogu¢a. Funkcija cilja (ili funkcije cilje) su uobi£ajeno
takve da su visokonelinearne, odnosno uz globalni optimum imaju i mno²tvo razli£ito kvalitetnih lo-
kalnih optimuma.

Da bi optimizacijski proces u takvim uvjetima mogao biti uspje²an, postupak pretraºivanja prostora
rje²enja provodi se u dvije faze.
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1. Gruba pretraga. U fazi grube pretrage algoritam nasumi£no uzorkuje rje²enja iz (nadamo se)
£itavog prostora pretraºivanja kako bi prona²ao podprostor koji sadrºi obe¢avaju¢a rje²enja.

2. Fina pretraga. Nakon lociranja obe¢avaju¢eg podprostora nastupa faza �ne pretrage u kojoj se
pretraºivanje fokusira. U ovom fazi istraºuje se okolica prona�enog podprostora u potrazi za
globalnim optimumom.

Na papiru, ovo zvu£i vrlo uvjerljivo. Me�utim, u praksi se tu javlja niz problema. Kako de�nirati
granicu izme�u grube i �ne pretrage? Koliko dugo raditi grubu pretragu a koliko dugo �nu pretragu?
�to ako je gruba pretraga locirala pogre²an podprostor? U tom slu£aju dobit ¢emo suboptimalno
rje²enje (moºda £ak i jako lo²e). Kako se boriti protiv ovoga?

Razli£iti optimizacijski algoritmi kroz ove faze prolaze na razli£ite na£ine. Dapa£e, velik broj opti-
mizacijskih algoritama nema postupak pretraºivanja izveden ovako u fazama, ve¢ opseg pretrage (gruba
ili �na) ovisi o trenutnom stanju algoritma. Uzmimo za primjer populacijske algoritme. Populacij-
ski algoritam kre¢e s inicijalnom populacijom rje²enja koja je, po pretpostavci, nastala uniformnim
uzorkovanjem £itavog prostora pretraºivanja. Populacijski algoritmi kombiniranjem i modi�ciranjem
rje²enja stvaraju populaciju za sljede¢u generaciju i postupak cikli£ki ponavljaju. Kombiniranjem
rje²enja me�utim smanjuje se raznolikost u populaciji � populacija se skuplja. Zamislite to ovako:
populacija se sastoji od niza to£aka u 2D ravnini. Neka je operator kombiniranja (tj. operator koji
stvara djecu) temeljem dvaju roditelja operator aritmeti£ke sredine. Ako zamislite roditelja kao vektore
r1 = (r1,x, r1,y) i r2 = (r2,x, r2,y), neka dijete bude de�nirano s d = (

r1,x+r2,x
2 ,

r1,y+r2,y
2 ). Lako je vidjeti

da ¢e se, uz pretpostavku da svi roditelji imaju jednaku ²ansu stvoriti dijete, populacija iz generacije
u generaciju sve vi²e saºimati prema zami²ljenom centru populacije. Nova djeca koja time nastaju sve
su me�usobno bliºa i bliºa � od grube pretrage na po£etku nakon nekog vremena pretraga postaje �na
i fokusirana jer su se prosje£ne udaljenosti izme�u roditelja smanjile.

Umjesto dopu²tanja da se pretraga fokusira prema centru populacije, pretragu je mogu¢e usmjeriti
na na£in da se boljim roditeljima da ve¢a ²ansa da stvaraju potomke: u tom slu£aju oni ¢e £e²¢e ulaziti
u kriºanje i u svojoj okolici ¢e stvoriti ve¢i broj djece £ime ¢e se populacija pomicati prema boljim
jedinkama. Me�utim, samo uz ovako opisani operator kombiniranja sa svakom sljede¢om generacijom
pretraga ¢e se malo po malo fokusirati. Ako je tijekom grube pretrage populacija napipala dobro
podru£je, ovo ¢e fokusiranje dovesti do pronalaska dobrih (mogu¢e i globalno optimalnih) rje²enja.
Ako to nije slu£aj, algoritam ¢e zaglaviti u suboptimalnom rje²enju.

�to dovodi do zaglavljivanja u lokalnom optimumu? S jedne strane, to moºe biti neprikladna repre-
zentacija rje²enja � vi²e o ovome ¢e biti rije£i u sljede¢em poglavlju. S druge strane, problem moºe biti
u prebrzom fokusiranju pretrage. Vratimo se na prethodni primjer na²e populacije u 2D prostoru. Ako
kao roditelje uvijek biramo dva nasumi£na rje²enja iz populacije, nekako o£ekujemo da ¢e populacija
duºe vremena ostati ra²irena na ²irokom podru£ju. S druge pak strane, ako konstruiramo scenarij u
kojem je jedan od roditelja uvijek �ksiran i nasumice biramo samo drugog roditelja, populacija ¢e se
vrlo brzo fokusirati oko tog izabranog roditelja. Moºemo zaklju£iti da na brzinu fokusiranja populacije
utje¢e na£in kako biramo roditelje. Napravimo li algoritam kod kojeg deterministi£ki uvijek odabiremo
najboljeg roditelja za kombiniranje, pretraºivanje ¢e odgovarati algoritmu uspona na vrh � algoritmu
koji pronalazi prvi lokalni optimum i ostaje zaglavljen u njemu. S druge pak strane, ako svim rje²e-
njima damo jednaku ²ansu da postanu roditelji, algoritam se pretvara u nasumi£no pretraºivanje, ²to
je opet krajnost koju ºelimo izbje¢i. U dobrom algoritmu pretraºivanja, vjerojatnost odabira boljih
roditelja je upravo takva da ne izaziva prebrzo fokusiranje populacije (jer ¢emo time zapeti u prvom
lokalnom optimumu) a da je dovoljna da postupak pretraºivanja vodi prema kvalitetnijim rje²enjima
i globalnom optimumu. Parametar koji je vezan uz opisanu brzinu fokusiranja populacije naziva se
selekcijski pritisak � ²to je pritisak ve¢i, fokusiranje je brºe.

Populacijski optimizacijski algoritmi tipi£no imaju dodatni mehanizam koji djeluje kao protusila
selekcijskom pritisku i time vra¢a raznolikost u populaciju: operator mutacije. Zada¢a operatora muta-
cije jest diverzi�ciranje populacije. Pri tome opet treba paziti na �ni balans: ako je operator mutacije
preagresivan, unosit ¢e prevelike nasumi£ne izmjene u rje²enja £ime ¢e poni²tavati djelovanje operatora
kombiniranja rje²enja i pretragu ponovno prevesti u nasumi£no pretraºivanje. Ako je djelovanje ope-
ratora mutacije nedovoljno agresivno, ne¢e biti dovoljno da o£uva raznolikost populacije i populacija
¢e se fokusirati, naj£e²¢e oko nekog lokalnog optimuma. Stoga je kod populacijskih algoritama od



2.2. PROCES PRETRA�IVANJA 15

izri£itog zna£aja uspostaviti odgovaraju¢i odnos izme�u intenziteta kojim djeluje operator mutacije i
selekcijskog pritiska.
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Poglavlje 3

Prikaz rje²enja i operacije nad rje²enjima

Imate optimizacijski problem koji ºelite rije²iti? Odli£no! Prvi korak u rje²avanju svakog optimizacij-
skog problema jest odlu£iti na koji ¢ete na£in predstaviti jedno konkretno rje²enje u ra£unalu. Ova je
odluka od izuzetnog zna£aja � ako odaberete prikladno rje²enje, mo¢i ¢ete s njime raditi brzo i e�kasno;
u suprotnom to ne¢e biti mogu¢e. �to se sve radi s rje²enjima u optimizacijskim algoritmima?

• Rje²enje se vrednuje. Svi optimizacijski algoritmi u kona£nici korisniku trebaju vratiti jedno
ili skup nekoliko najboljih rje²enja. Da bi to bilo mogu¢e, mora postojati mehanizam kojim se
svakom pojedinom rje²enju pridjeljuje mjera njegove dobrote (engl. �tness). Ovisno o na£inu
prikaza rje²enja ova operacija moºe biti ra£unski vrlo skupa.

• Rje²enje se modi�cira. Velik broj optimizacijskih algoritama zahtjeva mogu¢nost izvo�enja male
promjene nad postoje¢im rje²enjem. Primjerice, kod genetskog algoritma te kod algoritma klon-
ske selekcije koji spada u umjetne imunolo²ke algoritme koristi se operator mutacije £ijom se
primjenom nad postoje¢im rje²enjem dobiva neko drugo rje²enje koje je modi�kacija postoje¢eg
rje²enja.

• Rje²enja se kombiniraju. Neki optimizacijski algoritmi imaju potrebnu stvarati nova rje²enja
temeljem dva ili vi²e postoje¢ih koja se koriste kao predloºak za izgradnju novog rje²enja. Tako
primjerice kod genetskog algoritma i kod algoritma diferencijske evolucije postoje operatori kri-
ºanja koji novo rje²enje grade od dijelova odabranih postoje¢ih rje²enja u nadi da ¢e takva
kombinacija dati novo rje²enje koje je jo² bolje.

• Generira se susjedstvo rje²enja. Kod nekih optimizacijskih algoritama jedna od vaºnih operacija
jest generiranja susjednog rje²enja ili £ak generiranje £itavog susjedstva (dakle skupa rje²enja).
Kod algoritama koji se koriste susjedstvom vaºno je mo¢i ga generirati ²to e�kasnije.

• Rje²enja se odabiru. Odabir rje²enja £est je kod populacijskih optimizacijskih algoritama. Odabir
moºe biti deterministi£ki (odaberi iz skupa rje²enja ono najbolje) ili moºe biti vjerojatnosni: za
svako se rje²enje na neki na£in na£in de�nira vjerojatnost da rje²enje bude odabrano i potom se
posredstvom slu£ajnog mehanizma a u skladu s de�niranim vjerojatnostima odabire jedno ili vi²e
rje²enja. Dodijeljena vjerojatnost moºe biti proporcionalna dobroti rje²enja, relativnoj dobroti
rje²enja (razlici izme�u dobrote rje²enja i dobrote najgoreg rje²enja), rangu rje²enja (u populaciji
koja je sortirana po dobrotama, na kojem je mjestu promatrano rje²enje), nekoj funkciji od
prethodno spomenutih vrijednosti i sli£no. Kod genetskog algoritma upravo operator selekcije
igra centralnu ulogu koja uvelike odre�uje pona²anje algoritma.

Stoga ¢emo se u nastavku najprije upoznati s na£inima prikaza rje²enja i provedbe modi�kacija
nad njima, kao i s operatorima selekcija.

3.1 Prikaz rje²enja optimizacijskog problema

Iz prethodnog uvoda bi trebalo biti jasno: rje²enje optimizacijskog problema uvijek se moºe prikazati
na vi²e na£ina. Na£in koji koristimo imat ¢e utjecaj na sve operacije koje nad njim provodimo a time

17
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i na sam optimizacijski algoritam. Prikaze rje²enja moºemo podijeliti u nekoliko naj£e²¢ih:

• prikaz nizom bitova,

• prikaz poljem ili vektorom brojeva,

• prikaz permutacijama i matricama,

• prikaz sloºenijim strukturama podataka te

• prikaz stablima.

Pogledajmo svaki od njih.

3.1.1 Prikaz nizom bitova

Prikaz rje²enja nizom bitova (engl. bit-string) spada u najjednostavnije prikaze. Svako rje²enje je
predstavljeno kao niz nula i jedinica. Taj je niz naj£e²¢e �ksne duljine.

Ponekad je ovakav prikaz upravo prirodan na£in za predstavljanje rje²enja. Evo primjera koji to
jasno ilustrira. Neka je s O ozna£en skup objekata {o1, o2, . . . , on}. Neka je de�nirana funkcija f(o)
koja za svaki podskup o ∈ O vra¢a mjeru kvalitete tog podskupa; "mjeru kvalitete" ovdje namjerno
ostavljamo tako apstraktno de�niranu jer konkretna de�nicija nije vaºna za razmatranje. Zadatak
optimizacijskog algoritma je prona¢i podskup o∗ ∈ O za koji vrijedi: ∀o, o∗ ∈ O, f(o∗) ≥ f(o). Rje²enja
opisanog problema moºemo prikazati kao niz nula i jedinica upravo duljine n, pri £emu bi nula na
poziciji i zna£ila da objekt oi nije uklju£en u podskup a jedinica na poziciji i bi zna£ila da je objekt oi
uklju£en u podskup. Konkretno, ako je O = {o1, o2, o3, o4}, tada bi zapis 0011 predstavljao podskup
{o3, o4} a zapis 1011 podskup {o1, o3, o4}.

Generiranje male promjene nad ovakvim zapisom je trivijalno: moºemo primjerice slu£ajno odabrati
jednu ili vi²e pozicija i na tim pozicijama okrenuti vrijednost bita. primjerice, ako je trenutno rje²enje
0011 i ako smo slu£ajno odabrali prvi i zadnji bit dobit ¢emo novo rje²enje 1010 koje predstavlja
podskup {o1, o3}.

Za generiranje susjednog rje²enja ili £itavog susjedstva moramo najprije de�nirati pomo¢ni operator
W∗ koji radi neku ograni£enu promjenu nad postoje¢im rje²enjem. Neka je W∗ de�niran tako da na
jednoj (bilo kojoj) poziciji okrene vrijednost bita. Uporabom operatora W∗ tada nad rje²enjem 0011

moºemo dobiti skup rje²enja {1011, 0111, 0001, 0010}. Kaºemo da taj skup s obzirom na operatorW∗
£ini susjedstvo rje²enja 0011. Uo£ite: da smo operatorW∗ de�nirali kao operator koji moºe promijeniti
1 ili 2 bita, generirano susjedstvo bilo bi ve¢e.

Primjena na numeri£ke probleme jedne varijable

Optimizacijske algoritme £esto koristimo kako bismo traºili minimume ili maksimume funkcija jedne
ili vi²e varijabli koje su de�nirane nad decimalnim brojevima. Binarni prikaz rje²enja primjenjiv je i
na takve probleme, pri £emu je potrebno de�nirati postupak dekodiranja � postupak koji ¢e niz nula i
jedinica prevesti u decimalne brojeve.

Pretpostavimo da koristimo binarni prikaz rje²enja koji se sastoji od n bitova. Tim prikazom
predstavljamo x koji je rje²enje funkcije f(x). Da bismo mogli utvrditi koju vrijednost predstavlja
neki konkretni niz bitova, moramo de�nirati preslikavanje (odnosno postupak dekodiranja). Jedna
mogu¢nost jest proglasiti da su legalne vrijednosti varijable x vrijednosti iz raspona [xmin, xmax] te da
se koristi prirodni binarni kod. Postupak dekodiranja tada se provodi na sljede¢i na£in.

1. Binarni niz se protuma£i kao cijeli broj. Ozna£imo njegovu vrijednost s k. Ako se koriste n-
bitovni binarni nizovi, tada ¢e k poprimiti vrijednost iz skupa cijelih brojeva {0, 1, . . . , 2n − 1}.

2. Vrijednost k preslika se na interval [xmin, xmax]. Pri tome se naj£e²¢e k = 0 preslika u vrijednost
xmin, k = 2n− 1 preslika u vrijednost xmax a ostale vrijednosti se linearno preslikaju na interval
[xmin, xmax]. U tom slu£aju se koristi izraz:

x = xmin +
k

2n − 1
· (xmax − xmin). (3.1)
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Pogledajmo ovo na sljede¢em primjeru.

Primjer: 1
Varijabla x moºe poprimiti vrijednosti iz intervala [−5, 5]. Za prikaz rje²enja se koristi 10-bitovni binarni prikaz uz prirodni binarni
kod i linearno preslikavanje. Koju vrijednost tada predstavlja rje²enje 00001101?

Rje²enje:

Kod prirodnog binarnog koda vrijednost zapisanu kao niz bitova bn−1bn−2 . . . b1b0 tuma£imo kao k =
∑n−1
i=0 bi ·2

i. U konkret-
nom slu£aju imamo k = 23 + 22 + 20 = 13. Tako�er, kako je n = 10, 2n− 1 = 1023 pa je vrijednost x pridruºena rje²enju 00001101

prema izrazu (3.1) jednaka:

x = xmin +
k

2n − 1
· (xmax − xmin)

= −5 +
13

1023
· (5− (−5))

= −5 +
13

1023
· 10

= −4.87292.

Uz opisano dekodiranje vezan je i pojam preciznosti kojom algoritam koji koristi opisani binarni
prikaz uz linearno preslikavanje i prirodni binarni kod moºe pretraºivati prostor. Sinonim za preciznost
pretraºivanja ¢e biti i termin kvant pretrage. Kvant pretrage je minimalni korak kojim algoritam moºe
promijeniti trenutnu vrijednost rje²enja. Ovo je ilustrirano kroz sljede¢a dva primjera.

Primjer: 2
Optimizacijski algoritam za prikaz rje²enja koristi trobitni binarni kromosom. Prostor koji se pretraºuje je ograni£en na podru£je
[−2, 2]. Koja sve rje²enja optimizacijski algoritam moºe istraºiti? S kojom precizno²¢u algoritam obavlja pretraºivanje?

Rje²enje:

Uporabom 3 bita moºemo zapisati 8 cijelih brojeva: od 0 do 7, ²to prema navedenom izrazu odgovara rje²enjima: −2, −1.43,
−0.87, −0.29, 0.29, 0.87, 1.43 te 2. Preciznost x̃ (odnosno kvant) kojim se obavlja pretraºivanje je, s obzirom na linearnost
preslikavanja, razlika izme�u bilo koja dva susjedna rje²enja pa moºemo pisati:

x̃ = xk+1 − xk

= xmin +
k + 1

2n − 1
· (xmax − xmin)−

{
xmin +

k

2n − 1
· (xmax − xmin)

}
= xmin +

k

2n − 1
· (xmax − xmin) +

1

2n − 1
· (xmax − xmin)− xmin −

k

2n − 1
· (xmax − xmin)

=
1

2n − 1
· (xmax − xmin)

=
1

7
· 4

= 0.57.

Primjer: 3
Koliko bismo bitova trebali koristiti u prethodnom primjeru, da bismo pretraºivanje obavili s precizno²¢u =10−2?

Rje²enje:

Preciznost od 10−2 zna£i da je kvant jednak 10−2 = 0.01 odnosno ºelimo da kromosom bude u stanju zapisati redom: −2,
−1, 99, −1, 98, . . ., 1, 99, 2. O£ito da za svako ovo rje²enje binarni kromosom treba po jedan cijeli broj koji ¢e se preslikati u to
rje²enje, pa trebamo utvrditi koliko zapravo razli£itih rje²enja ºelimo biti u mogu¢nosti prikazati, i potom utvrditi koliko nam za
to minimalno treba bitova. Broj razli£itih rje²enja uz zadanu preciznost odre�en je izrazom:

xmax − xmin
x̃

+ 1

²to u ovom primjeru iznosi 401. �elimo prona¢i prvi n za koji vrijedi:

2n ≥
xmax − xmin

x̃
+ 1.
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Logaritmiranjem slijedi:

n ≥
log
(
xmax−xmin

x̃
+ 1
)

log(2)
. (3.2)

²to u ovom primjeru daje n = 9.

Spomenimo jo² i da kodiranje prirodnim binarnim kodom sa sobom donosi nezgodan problem:
minimalna promjena na razini binarnog prikaza moºe uzrokovati drasti£nu promjenu u pridijeljenoj
vrijednosti. Tako�er, minimalnom promjenom na razini binarnog prikaza nije uvijek mogu¢e napraviti
minimalnu promjenu u pridijeljenoj vrijednosti. Ilustrirat ¢emo i jedno i drugo na primjeru.

Pretpostavimo da je optimizacijski algoritam do²ao do rje²enja 0000000000 pretraºuju¢i interval
[−2, 2]. To se rje²enje preslikava u vrijednost x = −2. Pretpostavimo sada da smo koriste¢i operator
promjene to rje²enje modi�cirali tako da smo mu promijenili samo jedan bit � prvi, i time smo dobili
novo rje²enje 1000000000. To se rje²enje preslikava u 0.001955 ²to je, s obzirom da je prostor pretra-
ºivanja [−2, 2] ogroman pomak od preko 50% intervala pretraºivanja. Minimalna promjena od jednog
bita na razini binarnog prikaza uzrokovala je ogromnu promjenu u dodijeljenoj vrijednosti.

Pretpostavimo sada da je optimizacijski algoritam do²ao do rje²enja 0111111111 ²to se uz interval
pretraºivanja od [−2, 2] preslikava u vrijednost −0.001955. Pretpostavimo tako�er da je optimalno
rje²enje samo jedan kvant dalje. U ovom primjeru gdje je kvant jednak 0.00391 to bi zna£ilo da je
optimalna vrijednost jednaka −0.001955 + 0.00391 = 0.001955. Binarni niz koji se preslikava u tu
vrijednost je 1000000000. Sada je vaºno uo£iti da optimizacijski algoritam nikakvom minimalnom
promjenom na razini binarnog prikaza ne moºe rje²enje 0111111111 pretvoriti u 1000000000 � ta
pretvorba zahtjeva promjenu svih bitova binarnog prikaza ²to je gotovo nevjerojatan slu£aj. Time ¢e
optimizacijski algoritam ostati zaglavljen u lokalnom optimumu 0111111111 koji je isklju£ivo rezultat
odabranog prikaza rje²enja i de�niranih operatora.

Mogu¢e rje²enje uo£enog problema jest napu²tanje prirodnog binarnog koda i uporaba binarnih
kodova s minimalnom promjenom: primjerice, Grayevog koda. Sjetite se da je vaºna karakteristika
Grayevog koda svojstvo da se svake dvije susjedne binarne rije£i razlikuju u to£no jednom bitu. To pak
zna£i da iz bilo kojeg rje²enja moºemo do¢i do onog koje je za jedan kvant ve¢e ili manje (dakle susjedno
u smislu vrijednosti) promjenom samo jednog bita (dakako, ne bilo kojeg). Stoga je uporaba Grayevog
koda umjesto prirodnog binarnog koda £esto bolje rje²enje. Negativna strana uporabe Grayevog koda
jest dodatni utro²ak vremena koji je potreban kako bi se do²lo do cjelobrojne vrijednosti koja je
kodirana binarnim uzorkom koji tuma£imo u skladu s Grayevim kodom. Jednom kad smo o£itali
vrijednost k, dalje je postupak identi£an prethodno opisanom (linearno skaliranje vrijednosti na interval
[xmin, xmax]).

Primjena na numeri£ke probleme vi²e varijabli

Pretpostavimo da traºimo optimum funkcije od vi²e varijabli. Postupak prikaza rje²enja jednostavno
je pro²irenje prethodno opisanog postupka za prikaz rje²enja problema s jednom varijablom: za svaku
je varijablu potrebno de�nirati prostor pretraºivanja i ºeljeni broj bitova (ili kvant pretrage iz kojeg se
izra£una potreban broj bitova). Nakon toga binarni prikaz naprosto je spoj binarnih prikaza za svaku
od varijabli. Evo primjera.

Primjer: 4
Pretpostavimo da traºimo optimum funkcije f(x, y, z) od 3 varijable. Neka je podru£je pretrage za sve tri varijable isto: [−2, 2].
Kvant pretrage za varijable x i y pri tome treba biti 10−1 dok za varijablu z treba biti za red veli£ine �niji: 10−2. Koliko bitova
trebamo za binarni prikaz? Dajte jedan primjer binarnog prikaza i o£itajte preslikane vrijednosti uz pretpostavku uporabe prirod-
nog binarnog koda.

Rje²enje:

Imamo 3 varijable. To zna£i da ¢e ukupni broj bitova biti jednak

n = nx + ny + nz

gdje su nx, ny i nz brojevi bitova potrebni za varijable x, y i z. Za varijable x i y kvant je 10−1 ²to uz prostor pretraºivanja
od [−2, 2] zahtjeva 6 bitova po varijabli (prema izrazu (3.2)). Za varijablu z kvant je 10−2 ²to uz prostor pretraºivanja od [−2, 2]
zahtjeva 9 bitova. Slijedi da je nx = 6, ny = 6 i nz = 9, odnosno n = 6 + 6 + 9 = 21 bit. Stoga ¢e binarni prikaz imati 21 bit.
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Prvih 6 bitova ¢e predstavljati varijablu x, sljede¢ih 6 varijablu y i posljednjih 9 varijablu z. Struktura binarnog prikaza bit ¢e
dakle xxxxxxyyyyyyzzzzzzzzz.

Neka je sada jedno konkretno rje²enje 001100100011001100110. Grupirajmo bitove da nam bude lak²e o£itati vrijednosti:
001100 100011 001100110. O£itavamo: kx = 23 + 22 = 12, ky = 25 + 21 + 20 = 35 te kz = 26 + 25 + 22 + 21 = 102.

x = xmin +
kx

2nx − 1
· (xmax − xmin)

= −2 +
12

63
· (2− (−2))

= −2 +
12

63
· 4

= −1.23810.

y = ymin +
ky

2ny − 1
· (ymax − ymin)

= −2 +
35

63
· (2− (−2))

= −2 +
35

63
· 4

= 0.22222.

z = zmin +
kz

2nz − 1
· (zmax − zmin)

= −2 +
102

511
· (2− (−2))

= −2 +
102

511
· 4

= −1.20157.

Modi�ciranje rje²enja

Pogledajmo sada kako se moºe raditi modi�ciranje postoje¢eg rje²enja. Primjerice, kod genetskog
algoritma te algoritma klonske selekcije ovo ¢e odgovarati operatoru mutacije rje²enja. Uobi£ajena
izvedba jest de�nirati vjerojatnost promjene bita pm, koja uobi£ajeno iznosi izme�u 1% i 5% (a £esto
je i manja). Potom se svaki bit rje²enja mutira s tom vjerojatno²¢u. Pseudokod 3.1 ilustrira izvedbu
ovog postupka uz pretpostavku da je funkcija slucajni_broj(0,1) funkcija koja vra¢a slu£ajni broj
iz intervala [0, 1] i to s uniformnom razdiobom. Djelovanje opisanog postupka prikazano je na slici 3.1.

Pseudokod 3.1 Izvedba mutiranja rje²enja s binarnim prikazom.

mutiraj(rjesenje[1 do n]: bit, pm: double)

ponavljaj za i iz 1 do n

double r = slucajni_broj(0,1);

ako r < pm tada

rjesenje[i] = not rjesenje[i];

kraj ako

kraj

Mutirani kromosom

1 0 1 0 0 1 1 0 0 11 0 0 0 0 1 1 1 0 1

Mutacije

Slika 3.1: Djelovanje mutacije.



22 POGLAVLJE 3. PRIKAZ RJE�ENJA I OPERACIJE NAD RJE�ENJIMA

Kombiniranje rje²enja

U svrhu kombiniranja rje²enja razvijen je niz postupaka. U kontekstu evolucijskih algoritama ovi
se postupci nazivaju operatorima kriºanja. Za potrebe primjera pretpostavimo da smo odabrali dva
rje²enja (koje ¢emo nazvati roditeljima): R1 = 1001100001 i R2 = 0100011100.

Kriºanje s jednom to£kom prekida Roditelji se posloºe jedan ispod drugoga � vidi sliku 3.2.
Posredstvom slu£ajnog mehanizma odabere se to£ka kidanja zajedni£ka za oba roditelja. Potom se
stvaraju dva nova rje²enja - djeteta D1 i D2: prvo dobiva prvi dio bitova roditelja R1 i drugi dio
bitova roditelja R2, a drugo dijete dobiva prvi dio bitova roditelja R2 i drugi dio bitova roditelja
R1. Postupak je ilustriran na slici 3.2. �to ¢emo napraviti s to dvoje djece (ho¢emo li ih uzeti oba,
jedno od njih ili niti jedno) nije de�nirano operatorom kriºanja � ta odluka ovisi o konkretnoj ina£ici
optimizacijskog algoritma koju implementiramo.

1 0 0 1 1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 1 1 1 0 0

R1=

R2=

Točka prijeloma

1 0 0 1 1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 1 1 1 0 0

1 0 0

1 1 0 0 0 0 10 1 0

0 0 1 1 1 0 0

Odabrani roditelji Kromosomi nakon kidanja Kromosomi nakon križanja

=D1

=D2

1 0 0 1 1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 1 1 1 0 0

R1=

R2=

Točke prijeloma

1 0 0 1 1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 1 1 1 0 0

1 0 0

1 1 0 0 0 0 00 1 0

0 0 1 1 1 0 1

Odabrani roditelji Kromosomi nakon kidanja Kromosomi nakon križanja

=D1

=D2

Slika 3.2: Kriºanje s jednom to£kom prijeloma.

Kriºanje s t-to£aka prekida Kriºanje s t-to£aka prekida op¢enitiji je slu£aj prethodno opisanog
kriºanja, gdje t moºe biti izme�u 1 i k − 1 (gdje je k broj bitova kori²tenih za prikaz rje²enja).
Primjerice, slu£aj za t = 2, te s to£kama prijeloma nakon 3. i 8. bita prikazan je na slici 3.3. I ova
verzija operatora kriºanja uobi£ajemo stvara dva djeteta uzimanjem cik-cak segmenata bitova iz jednog
pa drugog roditelja.

1 0 0 1 1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 1 1 1 0 0

R1=

R2=

Točka prijeloma

1 0 0 1 1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 1 1 1 0 0

1 0 0

1 1 0 0 0 0 10 1 0

0 0 1 1 1 0 0

Odabrani roditelji Kromosomi nakon kidanja Kromosomi nakon križanja

=D1

=D2

1 0 0 1 1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 1 1 1 0 0

R1=

R2=

Točke prijeloma

1 0 0 1 1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 1 1 1 0 0

1 0 0

1 1 0 0 0 0 00 1 0

0 0 1 1 1 0 1

Odabrani roditelji Kromosomi nakon kidanja Kromosomi nakon križanja

=D1

=D2

Slika 3.3: Kriºanje s t-to£aka prijeloma.

Uniformno kriºanje Uniformno kriºanje moºe se promatrati kao "oslabljeno" kriºanje s k − 1
to£kom prekida (gdje je k broj bitova kori²tenih za prikaz rje²enja). Bitovni prikazi rje²enja oba
roditelja raspadnu se nakon svakog bita, i potom svako dijete bira ²to ¢e uzeti od kojeg roditelja; pri
tome se alterniranje ne treba raditi nakon svakog bita ve¢ je mogu¢e uzeti i ve¢e segmente iz svakog
roditelja. Ovo se u ra£unalnim programima naj£e²¢e izvodi na sljede¢i na£in:

D1 = R1 · R2 + R · (R1 ⊕ R2)

D2 = R1 · R2 + !R · (R1 ⊕ R2)

pri £emu znak '·' predstavlja operator logi£ko-I nad pojedinim bitovima, znak '+' logi£ko-ILI nad
pojedinim bitovima, znak '⊕' logi£ko-isklju£ivo-ILI nad pojedinim bitovima, te uskli£nih operator
komplementa nad pojedinim bitovima. R je pri tome slu£ajno generirani niz od k bitova. Lako je
uo£iti da ¢e logi£ko-I na mjestima gdje su bitovi u oba roditelja isti tu vrijednost prekopirati u dijete,
a operator logi£ko-isklju£ivo-ILI na onim mjestima na kojima su bitovi roditelja razli£iti odabrati
slu£ajno generirani iz R (ili komplement od R kod djeteta 2) i njega prekopirati u dijete.
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3.1.2 Prikaz poljem decimalnih brojeva

Umjesto uporabe binarnog prikaza, rje²enja optimizacijskih problema ponekad je prakti£nije prikazivati
direktno decimalnim brojevima. Primjerice, ako je zadatak prona¢i maksimum funkcije f(x, y, z), tada
se kao prikaz rje²enja direktno moºe koristiti polje (ili u nekim programskim jezicima lista poduprta
poljem) od tri elementa. Za funkciju od n varijabli moºe se direktno koristiti polje od n elemenata.
U tom slu£aju nestaje potreba za tro²enjem vremena na dekodiranje rje²enja £ime algoritam postaje
e�kasniji. Me�utim, kako tada vi²e ne radimo s binarnim prikazom, potrebno je de�nirati na koji se
na£in mogu izvesti potrebni operatori.

Modi�ciranje rje²enja

Modi�ciranje rje²enja kod ovog se zapisa naj£e²¢e izvodi dodavanjem malog slu£ajnog pomaka sva-
koj varijabli. Primjerice, neka nam je na raspolaganju funkcija rand_normal(mi,sigma) koja vra¢a
slu£ajni broj iz normalne distribucije s parametrima mi (srednja vrijednost) i sigma (standardna devi-
jacija), mutiranje moºemo izvesti kako je prikazano u pseudokodu 3.2.

Pseudokod 3.2 Izvedba mutiranja rje²enja prikazanog decimalnim brojevima.

mutiraj(rjesenje[1 do n]: double, s: double)

ponavljaj za i iz 1 do n

rjesenje[i] += rand_normal(0,s);

kraj

Parametar s je pri tome standardna devijacija uz koju generiramo slu£ajne brojeve oko srednje
vrijednosti, a prikazani algoritam to radi oko vrijednosti 0. Kontroliranjem parametra s moºemo dakle
odre�ivati koliko jako ¢e, u prosjeku, mutacija mijenjati trenutno rje²enje.

Alternativna izvedba mutacije mogla bi svakom elementu polja dodati slu£ajno generirani broj iz
intervala [m,M ] prema uniformnoj distribuciji. Tako primjerice, ako imamo na raspolaganju funkciju
rand_uniform() koja vra¢a slu£ajni broj iz intervala [0, 1] prema uniformnoj distribuciji, mutaciju
moºemo izvesti kako je prikazano pseudokodom 3.3.

Pseudokod 3.3 Izvedba mutiranja rje²enja prikazanog decimalnim brojevima.

mutiraj(rjesenje[1 do n]: double, m,M: double)

ponavljaj za i iz 1 do n

rjesenje[i] += rand_uniform()*(M-m) + m;

kraj

Prednost uporabe normalne distribucije nad uniformnom distribucijom leºi u tom ²to normalna
distribucija u prosjeku radi mala odstupanja oko srednje vrijednosti, no moºe generirati i veliko od-
stupanje. U tom smislu, mutiranje normalnom distribucijom ¢e £e²¢e generirati nova rje²enja koja
su u okolici trenutnog rje²enja, dok ¢e povremeno generirati rje²enja koja su dosta daleko. To ne-
mamo s uniformnom distribucijom: njome ¢emo generirati s jednakom vjerojatno²¢u rje²enja koja su
od trenutnog udaljena do [m,M ] i nikada rje²enja koja su dalje od toga.

Kombiniranje rje²enja

Kombiniranje rje²enja tako�er je mogu¢e raditi na vi²e na£ina. Ovdje ¢emo spomenuti samo neke.
Neka su odabrana dva roditelja: R1 = (c1

1, . . . , c
1
n) i R2 = (c2

1, . . . , c
2
n), gdje je cji i-ta komponenta j-tog

roditelja.
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Diskretno kriºanje Poznato je pod engleskim nazivomDiscrete crossover [Mühlenbein and Schlierkamp-
Voosen, 1993]; stvara jedno dijete. Provodi se tako da se i-ta komponenta djeteta postavi na slu£ajno
odabranu vrijednost iz skupa {c1

i , c
2
i }; drugim rije£ima, i-ta komponenta djeteta ¢e se izravno preuzeti

ili od prvog roditelja ili od drugog roditelja.

Ravno kriºanje Poznato je pod engleskim nazivom �at crossover [Radcli�e, 1991] i provodi se
tako da se i-ta komponenta djeteta postavi na vrijednost koja je izvu£ena iz uniformne razdiobe nad
intervalom [min (c1

i , c
2
i ),max (c1

i , c
2
i )].

Jednostavno kriºanje Poznato je pod engleskim nazivom simple crossover [Wright, 1991, Micha-
lewicz, 1992] i provodi se tako da se odabere jedna to£ka prekida i ∈ {1, 2, . . . , n − 1}, i potom se
generiraju dva djeteta:

H1 = (c1
1, c

1
2, . . . , c

1
i , c

2
i+1, . . . , c

2
n),

H2 = (c2
1, c

2
2, . . . , c

2
i , c

1
i+1, . . . , c

1
n).

Aritmeti£ko kriºanje Poznato je pod engleskim nazivom arithmetical crossover [Michalewicz, 1992];
stvara dva djeteta:

H1 = (h1
1, . . . , h

1
n) i

H2 = (h2
1, . . . , h

2
n),

pri £emu se de�nira konstanta λ ∈ [0, 1] i potom svaka komponenta djeteta H1 i H2 postaje linearna
kombinacija komponenata roditelja:

h1
i = λ · c1

i + (1− λ) · c2
i ,

h2
i = λ · c2

i + (1− λ) · c1
i .

BLX-α kriºanje Poznato je pod engleskim nazivom BLX-α crossover [Eshelman and Scha�er, 1993];
stvara jedno dijete. Ozna£imo najprije ci,min = min(c1

i , c
2
i ), ci,max = max(c1

i , c
2
i ), Ii = ci,max − ci,min.

Dijete:
H = (h1, . . . , hn)

se gradi tako da je komponenenta hi de�nirana izrazom:

hi = izaberi uniformno iz intervala [ci,min − Ii · α, ci,max + Ii · α].

Linearno kriºanje Poznato je pod engleskim nazivom linear crossover [Wright, 1991]; stvara tri
dijeteta: H1, H2 i H3. Pri tome je h1

i = 1
2c

1
i + 1

2c
2
i , h

2
i = 3

2c
1
i − 1

2c
2
i te h

3
i = −1

2c
1
i + 3

2c
2
i .

Pro²ireno linijsko kriºanje Poznato je pod engleskim nazivom Extended line crossover [Mühlen-
bein and Schlierkamp-Voosen, 1993]; stvara jedno dijete. Provodi se tako da se i-ta komponenta djeteta
postavi na slu£ajno odabranu vrijednost hi = c1

i + α · (c2
i − c1

i ), gdje je α vrijednost koja je slu£ajno
izvu£ena iz uniformne distribucije nad intervalom [−0.25, 1.25]. Potrebno je uo£iti da se za provo�enje
kriºanja najprije bira vrijednost za α i potom se sve komponente djeteta kriºaju uporabom te �ksirane
vrijednosti.

Pro²ireno komponentno kriºanje Poznato je pod engleskim nazivom Extended intermediate cro-
ssover [Mühlenbein and Schlierkamp-Voosen, 1993]; stvara jedno dijete. Provodi se tako da se i-ta
komponenta djeteta postavi na slu£ajno odabranu vrijednost hi = c1

i + αi · (c2
i − c1

i ), gdje je αi vrijed-
nost koja je slu£ajno izvu£ena iz uniformne distribucije nad intervalom [−0.25, 1.25]. Ovo je osnovna
razlika u odnosu na prethodno kriºanje: za svaku komponentu i slu£ajno se bira vrijednost αi.

Osim navedenih, postoji jo² i niz drugih operatora.



3.1. PRIKAZ RJE�ENJA OPTIMIZACIJSKOG PROBLEMA 25

3.1.3 Prikaz permutacijama i matricama

Postoji niz problema koji se mogu svesti na problem permutacija. Moºda je najpoznatiji primjer te
vrste problema upravo problem trgova£kog putnika. Ako indeksiramo sve gradove (neka ih ima n) koje
trgova£ki putnik mora obi¢i, tada je svaki Hamiltonov ciklus prikaziv kao jedna permutacija n-torke
(1, 2, . . . , n). Primjerice, n-torka (1, 3, 2, . . . , 26, 4) bi zna£ila da putnik kre¢e iz grada 1, odlazi u grad
3, potom u grad 2, potom . . ., potom u grad 26 pa grad 4 i obilazak zavr²ava povratkom u grad 1.
Permutacijski prikaz je speci�£an po tome ²to zahtjeva potpuno novi skup operatora koji mogu djelovati
nad rje²enjima. Primjerice, jednostavna mutacija koja b indeks grada koji je na prvom mjestu slu£ajno
promijenio u neki drugi indeks bi automatski stvorila nevaºe¢e rje²enje: izgubili bismo iz obilaska grad
1 (u na²em slu£aju) a dva puta bismo obi²li neki drugi grad. Klasi£ni operatori kriºanja tako�er bi svi
redom generirali nevaºe¢a rje²enja. Stoga je za ovakav prikaz razvijen novi skup operatora. Spomenimo
samo da se modi�kacija postoje¢eg rje²enja moºe provoditi operatorom zamjene: slu£ajno odabereno
dvije pozicije u polju i njihov sadrºaj zamijenimo. Time imamo garanciju da je nastalo rje²enje opet
valjana permutacija. Uz sli£ne ograde provode se i operatori kriºanja.

Matri£ni prikaz tako�er je primjer prikaza koji se u praksi zna koristiti za rje²avanje razli£itih
problema. Primjenjiv je na problem trgova£kog putnika. U tom slu£aju radili bismo s matricom n×n
gdje element aij ima vrijednost 1 ako trgova£ki putnik iz grada i treba oti¢i u grad j. Odmah se moºe
uo£iti da postoje ograni£enja na legalne matrice: u retku i samo na jednom mjestu smije biti vrijednost
i jer trgova£ki putnik iz grada i smije oti¢i u samo jedan sljede¢i grad. Drugi primjer uporabe matri£nog
prikaza jest rje²avanje problema evolucije arhitekture i teºinskih faktora umjetnih neuronskih mreºa.

Pogledajmo sada nekoliko na£ina provedbe izmjena i kombiniranja permutacijskih prikaza.

Modi�ciranje rje²enja

Sve primjere u nastavku dat ¢emo nad po£etnim rje²enje koje je permutacija od osam elemenata:
(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8).

Mutacija premje²tanjem Poznata je pod engleskim nazivom Displacement mutation (DM) [Mic-
halewicz, 1992]. Nad po£etnim rje²enjem se slu£ajno odaberu dva mjesta. Potom se taj segment ukloni
iz rje²enja i ubaci nakon neke slu£ajno odabrane pozicije u preostalom rje²enju. Primjer je prikazan
na slici 3.4; u izvornom rje²enju odabran je podniz (4, 5, 6) i odlu£eno je da se taj podniz premjesti
nakon prvog elementa. Ovaj operator poznat je i pod nazivom Cut mutation.

Slika 3.4: Djelovanje mutacije DM.

Mutacija zamjenom Poznata je pod engleskim nazivom Exchange mutation (EM) [Banzhaf, 1990].
Nad po£etnim rje²enjem se slu£ajno odaberu dvije pozicije i elementi koji su na tim pozicijama se
zamijene. Primjer je prikazan na slici 3.5; u izvornom rje²enju odabrane su pozicija 3 i 6 i elementi
koje se nalaze na tim pozicijama (tako�er 3 i 6) su zamijenjeni. Ovaj operator poznat je i pod nazivom
Swap mutation, Point mutation, Reciprocal exchange mutation te Order based mutation.

Mutacija umetanjem Poznata je pod engleskim nazivom Insertion mutation (ISM) [Fogel, 1988,
Michalewicz, 1992]. Nad po£etnim rje²enjem se slu£ajno odaberu jedna pozicija i element koji je na
toj poziciji se ukloni i umetne na neku drugu slu£ajno odabranu poziciju. Primjer je prikazan na slici
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Slika 3.5: Djelovanje mutacije EM.

3.6; u izvornom rje²enju odabrana je pozicija 6 na kojoj se nalazi element 6; taj je element uklonjen i
umetnut je nakon slu£ajno odabrane tre¢e pozicije. Ovaj operator poznat je i pod nazivom Position
based mutation.

Slika 3.6: Djelovanje mutacije ISM.

Jednostavna mutacija inverzijom Poznata je pod engleskim nazivom Simple inversion mutation
(SIM) [Holland, 1975]. Nad po£etnim rje²enjem se slu£ajno odaberu dva mjesta i tako selektirani
podniz se prepi²e obrnutim poretkom (reverzira se). Primjer je prikazan na slici 3.7; u izvornom
rje²enju odabran je podniz (3, 4, 5) i zamijenjen je reverznim podnizom 5, 4, 3.

Slika 3.7: Djelovanje mutacije SIM.

Mutacija inverzijom Poznata je pod engleskim nazivom Inversion mutation (IVM) [Fogel, 1990,
1993]. Nad po£etnim rje²enjem se slu£ajno odaberu dva mjesta. Potom se taj segment ukloni iz rje²enja
i obrnutim poretkom ubaci nakon neke slu£ajno odabrane pozicije u preostalom rje²enju. Primjer je
prikazan na slici 3.8; u izvornom rje²enju odabran je podniz (4, 5, 6) i odlu£eno je da se njegov reverzni
podniz 6, 5, 4 ubaci nakon prvog elementa.

Mutacija mije²anjem Poznata je pod engleskim nazivom Scramble mutation (SM) [Syswerda,
1991]. Nad po£etnim rje²enjem slu£ajno se odabiru dva mjesta i svi elementi izme�u se na slu£ajni
na£in izmije²aju. Primjer je prikazan na slici 3.9; u izvornom rje²enju odabran je podniz (3, 4, 5) koji
je potom izmije²an u podniz (5, 3, 4).
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Slika 3.8: Djelovanje mutacije IVM.

Slika 3.9: Djelovanje mutacije SM.

Kombiniranje rje²enja

Sve primjere u nastavku dat ¢emo nad dva po£etna rje²enja (roditelj 1 i roditelj 2) koji su svaki
permutacija od osam elemenata.

Djelomi£no-preslikano kriºanje Poznato je pod engleskim nazivom Partially-mapped crossover
(PMX) [Goldberg and Lingle, 1985]. Slu£ajno se odaberu dva mjesta koja de�niraju segment u oba
roditelja � primjer je prikazan na slici 3.10 gdje je slu£ajno odabran segment koji po£inje nakon druge
pozicije i zavr²ava nakon pete pozicije; duljina segmenta je 3. Svaki element segmenta u prvom i drugom
roditelju sada de�nira preslikavanje: prvi element segmenta de�nira da se vrijednost 3 preslikava u
vrijednost 7, tj. 3 ↔ 7; drugi element segmenta de�nira preslikavanje 4 ↔ 1 dok tre¢i element
segmenta de�nira preslikavanje 5↔ 8.

Grade se dva djeteta. U prvo dijete se iskopira odabrani segment drugog roditelja a u drugo dijete
odabrani segment prvog roditelja. Sve ostale pozicije u oba djeteta ostaju prazne. Postupak se sada
nastavlja tako da se prazna mjesta djeteta i popunjavanju vrijednostima koje se na tim pozicijama
nalaze u roditelju i � osim ako bi se time unio duplikat. U tom slu£aju na poziciju se kopira element
koji je odre�en de�niranim preslikavanjem.

Napravimo to za dijete 1. Po£etno, u djetetu 1 se nalaze vrijednosti 7, 1, 8. Na prvu poziciju djeteta
1 treba kopirati vrijednost koja se nalazi na prvoj poziciji roditelja 1: to je 1. Me�utim, dijete 1 ve¢
ima tu vrijednost: stoga se umjesto nje upisuje vrijednost u koju se 1 preslikava � to je vrijednost
4. Na drugu poziciju u djetetu 1 kopira se vrijednost s druge pozicije roditelja 1: to je 2 i tu nema
problema. Pozicije 3, 4 i 5 u djetetu 1 ve¢ su popunjene. Na poziciju 6 djeteta 1 kopira se vrijednost
s pozicije 6 roditelja 1: to je 6. Na poziciju 7 trebalo bi kopirati vrijednost 7 no ta ve¢ postoji, stoga
se upisuje preslikani par: 3. Sli£no, na posljednju poziciju nije mogu¢e upisati vrijednost 8 jer ona ve¢
postoji; umjesto nje upisuje se preslikani par 5.

Popunjavanje djeteta 2 ide na sli£an na£in samo ²to se kopiraju vrijednosti iz roditelja 2. Kona£ni
rezultat kao i me�ukoraci ovog kriºanja prikazani su na slici 3.10.

Potrebno je napomenuti da je mogu¢a situacija u kojoj se identi�cira duplikat, pogleda se na ²to
je on preslikan i ta vrijednost je opet duplikat (odnosno i ona je ve¢ prisutna u djetetu); razrje²avanje
ide iterativno � opet se pogleda u ²to je ta vrijednost preslikana i tako dalje sve dok se ne do�e do
vrijednosti koja u djetetu jo² ne postoji.
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Slika 3.10: Djelovanje kriºanja PMX.

Kriºanje ciklusa Poznato je pod engleskim nazivom Cycle crossover (CX) [Oliver et al., 1987].
Provo�enje kriºanja temelji se na identi�ciranju ciklusa, a prikazano je na slici 3.11. Dva se roditelja
potpi²u jedan ispod drugog, i potom se krene s prim elementom u prvom roditelju. Pogleda se koji se
element u drugom roditelju nalazi na istoj poziciji (vertikalna strelica prema dolje); potom se u prvom
roditelju potraºi na kojoj je poziciji taj element; s te se pozicije opet pogleda ²to je na na toj istoj
poziciji u drugom roditelju; opet se traºi pozicija u prvom roditelju koja ima istu vrijednost i postupak
se ponavlja. Ovaj ¢e postupak zavr²iti u kona£nom broju koraka, i u oba ¢e roditelja selektirati neke
elemente. Time je prona�en jedan ciklus. Postupak se nastavlja od prvog sljede¢eg neselektiranog
elementa u prvom roditelju kako bi prona²li drugi ciklus, potom tre¢i ciklus, itd. Broj ciklusa koji ¢e
nastati ovisi o konkretnim roditeljima koji se kriºaju. Prvo dijete se puni elementima (i pozicijama)
prvog ciklusa iz prvog roditelja, drugog ciklusa iz drugog roditelja, tre¢eg ciklusa iz prvog roditelja,
£etvrtog ciklusa iz drugog roditelja, itd. Drugo dijete se puni obratno: elementima prvog ciklusa iz
drugog roditelja, drugog ciklusa iz prvog roditelja, itd.

Pogledajmo to na konkretnom primjeru ilustriranom na slici 3.11. Traºimo prvi ciklus. Gledamo
prvu poziciju prvog roditelja: vrijednost je 1, i na istoj poziciji u roditelju 2 nalazi se vrijednost 3.
Stoga traºimo u prvom roditelju poziciju na kojoj se nalazi upisana vrijednost 3, i onda opet gledamo
²to je na toj poziciji u roditelju 2: to je vrijednost 5. Traºimo u prvom roditelju poziciju na kojoj
se nalazi upisana vrijednost 5, i onda gledamo ²to je na toj poziciji u roditelju 2: to je vrijednost 6.
Traºimo u prvom roditelju poziciju na kojoj se nalazi upisana vrijednost 6, i onda gledamo ²to je na
toj poziciji u roditelju 2: to je vrijednost 1. Kako smo traºenje ciklusa upravo zapo£eli s vrijednosti 1
iz prvog roditelja, ciklus je zatvoren � ponavljanjem postupka zavrtili bismo se u krug. Utvrdili smo
da ciklusu 1 pripadaju elementi na pozicijama 1, 3, 5 i 6. Za prvog roditelja to su vrijednosti 1, 3, 5
i 6 dok su za drugog roditelja to vrijednosti 3, 5, 6 i 1 (uo£ite da je to upravo permutacija elemenata
identi�ciranih kod prvog roditelja).

Nastavljamo pretragu sljede¢eg ciklusa. Prvi nesektirani element prvog roditelja je na poziciji 2:
pra¢enjem dolazimo do ciklusa koji £ine pozicije 2, 4, 7 i 8. Za prvog roditelja to su vrijednosti 2, 4,
7 i 8 dok su za drugog roditelja to vrijednosti 4, 7, 8 i 2. Kako smo ovime pokupili sve pozicije, tre¢i
ciklus ne postoji.

Prvo dijete sada popunjavamo tako da na pozicije koje pripadaju prvom ciklusu upi²emo elemente
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od iz prvog roditelja: na pozicije 1, 3, 5 i 6 upisujemo 1, 3, 5 i 6 te na pozicije koje pripadaju drugom
ciklusu upi²emo elemente iz drugog roditelja: na pozicije 2, 4, 7 i 8 upisujemo 4, 7, 8 i 2. Drugo dijete
sada popunjavamo tako da na pozicije koje pripadaju prvom ciklusu upi²emo elemente od iz drugog
roditelja: na pozicije 1, 3, 5 i 6 upisujemo 3, 5, 6 i 1 te na pozicije koje pripadaju drugom ciklusu
upi²emo elemente iz prvog roditelja: na pozicije 2, 4, 7 i 8 upisujemo 2, 4, 7 i 8.

Slika 3.11: Djelovanje kriºanja CX.

Kriºanje poretka Poznato je pod engleskim nazivom Order crossover (OX1) [Davis, 1985]. Kriºanje
se temelji na svojstvu koje vrijedi ako se rje²ava problem trgova£kog putnika: ono ²to je vaºno jest
redosljed kojim se obilaze gradovi a ne njihova apsolutna pozicija u rje²enju. Postupak kre¢e tako da se
nasumi£no odaberu dvije pozicije koje ¢e u oba roditelja ozna£iti segment. Postupak je prikazan na slici
3.12. Stvore se dva djeteta; u prvo se prekopira samo ozna£eni segment iz prvog roditelja a u drugo se
prekopira ozna£eni segment iz drugog roditelja. Potom se ostatak i-tog djeteta, po£ev od desnog kraja
ozna£enog segmenta, poku²a nadopuniti preostalim pozicijama iz onog suprotnog roditelja (pozicije se
prolaz od kraja segmenta do kraja rje²enja pa cirkularno od po£etka prema segmentu).

Pogledajmo to na konkretnom primjeru prikazanom na slici 3.12. Odabran je segment koji uklju£uje
pozicije 3, 4 i 5. U prvom roditelju na tim pozicijama su vrijednosti 3, 4 i 5 i to je prekopirano u
prvo dijete; u drugom roditelju na tim pozicijama su vrijednosti 7, 1 i 8 i to je prekopirano u drugo
dijete. Prvo dijete sada popunjavamo po£ev od kraja segmenta: od pozicije 6. Kandidati za umetanje
su vrijednosti u roditelju 2 od pozicije 6 cikli£ki na dalje, upravo tim redosljedom: 2, 5, 6, 3, 4, 7, 1, 8.
Stoga u prvo dijete na poziciju 6 upisujemo vrijednost 2, vrijednost 5 preska£emo jer je ve¢ prisutna,
na poziciju 7 upisujemo 6, vrijednosti 3 i 4 preska£emo jer ih ve¢ imamo, na poziciju 8 upisujemo 7,
na poziciju 1 upisujemo 1 i posljednji preostali element 8 upisujemo na poziciju 2.

Drugo dijete tako�er popunjavamo po£ev od kraja segmenta: od pozicije 6. Kandidati za umetanje
su vrijednosti u roditelju 1 od pozicije 6 cikli£ki na dalje, upravo tim redosljedom: 6, 7, 8, 1, 2, 3, 4,
5. Stoga u drugo dijete na poziciju 6 upisujemo vrijednost 6, vrijednosti 7, 8 i 1 preska£emo jer su ve¢
prisutne, na poziciju 7 upisujemo 2, na poziciju 8 upisujemo 3, na poziciju 1 upisujemo 4 i na poziciju
2 upisujemo 5.
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Slika 3.12: Djelovanje kriºanja OX1.

Kriºanje temeljeno na poretku Poznato je pod engleskim nazivom Order-based crossover (OX2)
[Syswerda, 1991]. Postupak je prikazan na slici 3.13. Slu£ajno se odabere nekoliko pozicija. Da bi se
dobilo prvo dijete, u njega se prekopira prvi roditelj osim onih pozicija koje sadrºe vrijednosti koje se
u drugom roditelju nalaze na selektiranim pozicijama. U ta prazna mjesta djeteta 1 prekopiraju se
selektirane vrijednosti iz roditelja 2 redosljedom kojim su tamo prisutne. Drugo dijete stvara se sli£an
na£in, pri £emu se kopira drugi roditelj a gledaju se selektirane vrijednosti u prvom roditelju.

Pogledajmo to na konkretnom primjeru koji prikazuej slika 3.13. Neka su nasumice odabrane
pozicije 2, 4 i 6. U drugom roditelju na tim su pozicijama vrijednosti 4, 1 i 2 (tim redosljedom);
u prvom roditelju te su vrijednosti prisutne na pozicijama 4, 1 i 2. Prvo dijete bit ¢e tada kopija
prvog roditelja osim ²to ¢e pozicije 1, 2 i 4 ostati prazne: xx3x5678. Prazne pozicije popunit ¢emo
vrijednostima iz roditelja 2 redosljedom kojim su u njmu navedene: na prvo slobodno mjesto upisujemo
4, na drugo slobodno mjesto 1 te na posljednje slobodno mjesto upisujemo 2.

Izgradimo sada i drugo dijete. U prvom roditelju se na selektiranim pozicijama nalaze vrijednosti
2, 4 i 6. U drugom su roditelju te vrijednosti na pozicijama 6, 2 i 8. Stoga ¢e drugo dijete biti
kopija drugog roditelja, ali bez iskopiranih pozicija 2, 6 i 8: 3x718x5x. Prazna mjesta popunjavamo
selektiranim vrijednostima iz roditelja 2 redosljedom kojim su u njemu navedene: 2, 4 i 6; stoga na
poziciji 2 upisujemo 2, na poziciju 6 upisujemo 4 i na poziciji 8 upisujemo 6.

Kriºanje temeljeno na poziciji Poznato je pod engleskim nazivom Position-based crossover (POS)
[Syswerda, 1991]. Postupak je prikazan na slici 3.14. Slu£ajno se odabere nekoliko pozicija. Postupak
zahtjeva da u prvom djetetu na selektiranim pozicijama budu upravo elementi koji su na tim pozicijama
u drugom roditelju; sva preostala mjesta popunjavaju se elementima prvog roditelja redosljedom kojim
su u njemu prisutni. Kod drugog djeteta se zahtjeva da na selektiranim pozicijama budu upravo
elementi koji su na tim pozicijama u prvom roditelju; sva preostala mjesta popunjavaju se elementima
drugog roditelja redosljedom kojim su u njemu prisutni.

Pogledajmo to na konkretnom primjeru koji prikazuej slika 3.14. Neka su nasumice odabrane
pozicije 2, 4 i 6. U drugom roditelju na tim su pozicijama vrijednosti 4, 1 i 2 (tim redosljedom). Stoga
se u prvo dijete na te pozicije upisuju te vrijednosti. Time su u prvom djetetu preostale nepopunjene
pozicije 1, 3, 5, 7 i 8. U njih redom upisujemo vrijednosti iz prvog roditelja: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 i 8 pri
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Slika 3.13: Djelovanje kriºanja OX2.

£emu izbacujemo vrijednosti koje su ve¢ prisutne; posljedica je da ¢emo na te pozicije redom upisati:
3, 5, 6, 7 i 8.

U prvom roditelju na selektiranim su pozicijama vrijednosti 2, 4 i 6 (tim redosljedom). Stoga se
u drugo dijete na te pozicije upisuju te vrijednosti. Time su u drugom djetetu preostale nepopunjene
pozicije 1, 3, 5, 7 i 8. U njih redom upisujemo vrijednosti iz drugog roditelja: 3, 4, 7, 1, 8, 2, 5 i 6 pri
£emu izbacujemo vrijednosti koje su ve¢ prisutne; posljedica je da ¢emo na te pozicije redom upisati:
3, 7, 1, 8 i 5.

Osim spomenutih operatora, danas se u literaturi moºe prona¢i jo² mno²tvo drugih operatora koji
su razvijeni imaju¢i na umu razli£ite speci�£nosti problema koji se rje²avaju permutacijskim prikazom.
Zainteresiranog £itatelja se upu¢uje na samostalnu pretragu.

3.1.4 Prikaz sloºenijim strukturama podataka

Ponekad su problemi £ija traºimo rje²enja takvi da su konceptualno vrlo daleko od domene brojeva.
U tom slu£aju su binarni prikaz kao i prikaz cijelim ili decimalnim brojevima neprikladni, i preporu£a
se razvoj prikaza rje²enja sloºenijim strukturama podataka. Prednost razvoja takvog prikaza jest
mogu¢nost "pametnog" razvoja operatora koji ¢e brzo i e�kasno djelovati nad rje²enjem. Mana jest
upravo poreba da se razvija jo² jedan novi skup operatora umjesto da se koriste postoje¢i. Razvoj
vlastitog prikaza ilustrirat ¢emo na problemu izrade rasporeda me�uispita: postoji p termina u koje je
potrebno smjestiti o kolegija kako bi svaki kolegij mogao odrºati me�uispit. Tipi£no je p << o.

Najjednostavniji na£in prikaza rje²enja jest uporabom vektora duljine o gdje je o upravo broj ko-
legija koje treba rasporediti. Elementi vektora su pri tome skalari koji mogu poprimiti vrijednosti iz
skupa {1, . . . , p} gdje je p broj termina koji sudjeluju u izradi rasporeda. Ovakav na£in predstavlja-
nja rje²enja pogodan je i za £esto kori²tene evolucijske operatore: primjerice, uniformno kriºanje koje
moºemo provoditi po parovima elemenata dvaju vektora, mutaciju koju moºemo provoditi nad elemen-
tima jednog vektora i sl. Me�utim, iako je predloºeni na£in predstavljanja rje²enja najjednostavniji,
on nije najpogodniji za vrednovanje rje²enja. Naime, tijekom vrednovanja nas £esto zanimaju sljede¢e
informacije:

• koji su jo² kolegiji smje²teni u isti termin kao i kolegij ci,
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Slika 3.14: Djelovanje kriºanja POS.

• koliko je ukupno studenata smje²teno u termin tj ,

• koji su kolegiji smje²teni u termin koji je odmah prije termina tj (ili odmah nakon termina tj) i
mnoge druge.

Problemu prikaza rje²enja bismo mogli pristupiti i s druge strane: umjesto da ga orijentiramo
prema vektoru kolegija, moºemo ga orijenitrati prema vektoru termina. Pri tome svaki termin pamti
kolekciju kolegija koji su mu pridruºeni. Ovakva struktura podataka moºe nam brzo dati odgovor na
pitanja koja su orijentirana na termine (poput koji su sve kolegiji u menom terminu i sl.). Me�utim,
ovim pristupom postaju problemati£ni upiti i operatori koji rade s kolegijima; primjerice, ako kolegij ci
ºelimo ubaciti u termin tj , najprije moramo pretraºiti sve termine kako bismo utvrdili u koji je termin
taj kolegij bio prethodno smje²ten, potom ga trebamo ukloniti i tek tada ga moºemo ubaciti u novi
termin. Time je sloºenost izvo�enja takve operacije £esto neprihvatljiva. Dodatno, ako se struktura
podataka napravi lo²e, postoji mogu¢nost da ¢e se pri tome £esto koristiti memorijski podsustav ²to
bi moglo usporiti izvo�enje programa.

Stoga se kao jedno mogu¢e rje²enje name¢e uporaba redundantnih struktura podataka koje ¢e
osigurati brzo izvo�enje £esto kori²tenih operacija. Jedno takvo rje²enje inspirirano radom [Talbi and
Weinberg, 2007] te iskori²teno u radu [�upi¢ et al., 2009] prikazuje izvorni kod 3.1.

Ideja je sljede¢a. Kromosom ¢e paralelno voditi dvije povezane strukture podataka: vektor kole-
gija te vektor termina. Elementi vektora kolegija su objekti tipa KCourse, koji se mogu povezivati u
dvostruko povezanu listu zahvaljuju¢i varijablama previous i next. Te varijable nisu po tipu reference
ve¢ cijeli brojevi koji imaju mogu¢nost pam¢enja indeksa prethodnog/sljede¢eg kolegija u polju svih
kolegija kcourse jednog kromosoma. Vrijednost −1 tada sluºi kao zamjena za null-referencu. Osim ove
dvije varijable, kolegij pamti i indeks termina u koji je smje²ten (varijabla term). Za pam¢enje svih
termina kromosom koristi polje objekata tipa KTerm. Svaki objekt tipa KTerm pamti indeks (varijabla
someCourse) jednog od kolegija koji je smje²ten u taj termin (bilo kojeg) te koliko je ukupno kolegija
smje²teno u taj termin.

Uporabom ovakve strukture mogu¢e je dobiti izvo�enje naj£e²¢ih upita i operacija u sloºenosti
O(1). Ovo ¢emo pojasniti na primjeru koji pokazuje slika 3.15. Slika prikazuje raspored u kojem je
osam kolegija smje²teno u tri termina. Gornje polje je polje objekata KCourse. Vrijednosti varijabli
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Ispis 3.1: Struktura rje²enja za problem rasporeda provjera znanja.
1 public class Kromosom {
2 KCourse [ ] kcourse ;
3 KTerm [ ] kterms ;
4 int [ ] c lusterTerms ;
5 int [ ] eva l ;
6 }
7
8 public class KTerm {
9 int someCourse = −1;
10 int coursesCount = 0 ;
11 }
12
13 public class KCourse {
14 int prev ious = −1;
15 int next = −1;
16 int term = −1;
17 int index ;
18 }

c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8

t1 t2 t3

c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8

t1 t2 t3

Slika 3.15: Struktura podataka za problem izrade rasporeda obaveznih provjera znanja.

prikazane su u sljede¢oj tablici.

Pozicija previous next term

1 3 4 1
2 5 5 2
3 4 1 1
4 1 3 1
5 2 2 2
6 7 8 3
7 8 6 3
8 6 7 3

Polje na dnu slike je polje kterms. Elementi tog polja prikazani su u tablici u nastavku.

Pozicija someCourse coursesCount

1 3 3
2 5 2
3 8 3

Zanima li nas u koji je termin smje²ten kolegij s indeksom 2, to jednostavno pogledamo u polju
kcourse na poziciji 2 (varijabla term). Zanima li nas koji su sve kolegiji smje²teni u termin 3, dovoljno je
u polju kterms na poziciji 3 pogledati varijablu someCourse � to je referenca na prvi kolegij; do ostalih se
direktno dolazi pra¢enjem reference next odgovaraju¢ih objekata. Operaciju mutacije jednog kolegija
sada moºemo provesti u sloºenosti O(1): kolegij ci dohvatimo u polju kcourse na poziciji i, izbacimo
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ga iz dvostruko povezane liste, promijenimo mu termin na ºeljeni i na kraju ga ubacimo u dvostruko
povezanu listu tog termina (koju direktno dohvatimo u polju kterms) na poziciji promatranog termina.
Kako nema potrebe za bilo kakvim pretraºivanjem ili iteriranjem po kolekcijama, sve ove operacije
obavljaju se u konstantnom vremenu. Operaciju kriºanja i druge tako�er moºemo izvesti na sli£an
na£in, ²to zna£i da ¢e ukupna sloºenost kriºanja i mutacije biti linearno proporcionalna broju kolegija.

3.1.5 Prikaz stablima

Prikaz stablima uobi£ajena je tehnika za prikaz aritmeti£kih izraza ili programskih odje£aka i koristiti
se kada je cilj optimizacijskog procesa prona¢i formulu koja najbolje opisuje mapiranje izme�u zadanih
podataka ili pak kada je protrebno evoluirati program koji rje²ava zadani problem. Vi²e o ovoj vrsti
prikaza rje²enja biti ¢e rije£i u poglavlju 7 u okviru genetskog programiranja.

3.2 Genotipski i fenotipski prikaz rje²enja

Kada govorimo o na£inima prikaza rje²enja i prirodom inspiriranim optimizacijskim algoritmima, vaºno
je osvrnuti se na jo² jedan detalj vezan uz prikaz rje²enja: razlikujemo genotipski prikaz i fenotipski
prikaz rje²enja. Genotipski prikaz rje²enja direktna je analogija genima u molekuli DNA: jedan ili
vi²e gena u molekuli DNA odgovoran je za ono ²to zovemo izraºena svojstva jedinke (engl. trait):
primjerice, koliko je jedinka visoka, koju ima boju o£iju, kakvi su joj re�eksi, koliko je otporna na
zra£enje i sli£no. Sva ova svojstva rezultat su me�udjelovanja gena, i ta svojstva nazivamo fenotipom.

Je li prikaz genotipski ili fenotipski, ovisi o problemu koji rje²avamo. U primjeru u kojem smo bi-
narnim prikazom rje²avali problem pronalaska optimalnog podskupa, binarni prikaz moºemo tuma£iti
kao fenotipski: svaki bit u tom prikazu ima jasnu interpretaciju � doti£ni element univerzalnog skupa
ili pripada ili ne pripada promatranom podskupu. Me�utim, binarni prikaz kori²ten za reprezentaciju
rje²enja problema pronalaska maksimuma funkcije od tri varijable na zadanom podskupu je genotipski
prikaz: poznavanjem pojedinog bita ne znamo ni²ta o rje²enju � najprije je potrebno provesti postu-
pak dekodiranja koji rje²enja iz genotipskog prikaza prevodi u fenotipski prikaz (npr. 36 bitova u 3
decimalna broja), nakon £ega moºemo obaviti vrednovanje tog rje²enja.

Uz ove pojmove vaºan je i pojam lokalnosti prikaza rje²enja (engl. locality of a representation)
koji opisuje koliko dobro genotipsko susjedstvo odgovara fenotipskom susjedstvu. Naime, dosta istra-
ºivanja je pokazalo da je za e�kasan rad optimizacijskih algoritama koji se temelje na evoluciji rje²enja
nuºno imati visoku lokalnost prikaza [Gottlieb and Raidl, 1999, 2000, Rothlauf and Goldberg, 2000].
Prilikom rada s genotipskim i fenotipskim prikazima nuºno je uo£iti da radimo u dva nezavisna pros-
tora [Lewontin, 1974]: genotipski prikaz de�nira informacijski prostor (engl. informational space) dok
fenotipski prikaz de�nira pona²ajni prostor (engl. behavioral space). U svakom prostoru mogu¢e je
de�nirati susjedstvo.

Uzmimo za primjer traºenje maksimuma funkcije f(x) gdje se kao genotipski prikaz koristi binarno
kodiranje uz interpretaciju u skladu s prirodnim binarnim kodom, podru£jem pretraºivanja od [0, 6.3]
i neka radimo s 6-bitnim prikazom; tada ¢e kvant pretrage biti 1. Fenotipski, imamo prostor rje²enja
koji se sastoji od decimalnih brojeva oblika 0.1 · i gdje je i ∈ 0, . . . , 63.

Susjedstvo rje²enja s u genotipskom prikazu moºemo de�nirati kao sva rje²enja s∗ koja je nekom
malom promjenom mogu¢e dobiti iz rje²enja s. Npr. ako je s = 001101 i ako je "mala promjena"
promjena jednog bita, tada je genotipsko susjedstvo od zadanog s skup rje²enja {101101, 011101,
000101, 001001, 001111, 001100}, ²to je skup svih 6-bitovnih binarnih uzoraka £ija je Hammingova
udaljenost do s jednaka 1. Uo£imo da je ovo susjedstvo de�nirano u informacijskom prostoru.

Susjedstvo rje²enja u fenotipskom prikazu de�niramo na isti na£in: skup svih rje²enja koja je mogu¢e
dobiti nekom malom promjenom. Me�utim, ovdje smo u drugom prostoru. Radimo s decimalnim
brojevima, pa ako kao susjedstvo od s = 1.3 (taj broj odgovara genotipu 001101) de�niramo sve
decimalne brojeve koji su na udaljenosti od kvanta do tog rje²enja, susjedstvo od 1.3 je {1.2, 1.4}.

S obzirom da, kada se koristi genotipski prikaz, algoritmi pretraºivanja direktno rade manipulacije
nad genotipskim prikazom, poºeljno je da si genotipska i fenotipska susjedstva me�usobno odgovaraju.
Evo za²to je to vaºno. Optimizacijski ¢e algoritam nad genotipskim prikazom kontrolirati koliko jako
ºeli "razdesiti" trenutno rje²enje: ako su rje²enja kvalitetna, radit ¢e se male promjene a ako su rje²enja
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nekvalitetna, radit ¢e se ve¢e promjene. Me�utim, ako prikaz nema visoku lokalnost, tada je mogu¢e da
mala promjena u genotipskom prikazu izazove drasti£nu promjenu u fenotipskom prikazu, £ime umjesto
�ne pretrage algoritam radi nasumi£ne skokove po prostoru rje²enja. Klasi£ni prirodni binarni prikaz
nema visoku lokalnost: promjenom bita na "krivom kraju" (dakle onog najve¢e teºine) fenotipska
vrijednost ¢e se drasti£no mijenjati.

Za vi²e detalja o utjecaju lokalnosti na teºinu problema koji se rje²ava i na performanse algoritama
£itatelji se upu¢uju na rad [Rothlauf, 2003].
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Poglavlje 4

Selekcije

4.1 Uvod

Jedan od centralnih mehanizama, kako kod ve¢ine populacijskih algoritama pa i op¢enito, jest me-
hanizam selekcije. Kod populacijskih algoritama zada¢a operatora selekcije jest osigurati mehanizam
koji ¢e £e²¢e boljim rje²enjima dati priliku da sudjeluju u produkciji novih rje²enja, £ime ¢e se proces
pretraºivanja prostora rje²enja voditi u podru£ja koja vi²e obe¢avaju.

Operatori selekcije i njihov utjecaj moºe se okarakterizirati kroz nekoliko parametara:

• vrijeme preuzimanja,

• selekcijski intenzitet,

• momenti razdiobe dobrote i drugi.

Vrijeme preuzimanja (engl. takeover time) je vrijeme koje je potrebno operatoru selekcije da gene-
rira populaciju u kojoj se nalazi samo najbolje rje²enje [Goldberg and Deb, 1991]. Ideja je jednostavna:
pretpostavimo da imamo populaciju rje²enja i da novu generaciju generiramo samo uporabom opera-
tora selekcije nad postoje¢om generacijom. Kad je nova populacija spremna, postupak se ponavlja
kako bi stvoriti sljede¢u generaciju, i tako dalje. Ako je operator selekcije takav da boljim rje²enjima
daje ve¢u ²ansu da budu odabrani, za o£ekivati je da ¢e u svakoj sljede¢oj generaciji biti sve vi²e i
vi²e kopija najboljeg rje²enja. Vrijeme (odnosno broj generacija) od prve generacije pa do nastanka
generacije koja je popunjena isklju£ivo kopijama najboljeg rje²enja naziva se vrijeme preuzimanja.

Utjecaj operatora selekcije moºe se mjeriti i kroz selekcijski intenzitet. Selekcijski intenzitet I [Bäck,
1995, Miller and Goldberg, 1995, Mühlenbein and Schlierkamp-Voosen, 1993, Thierens, 1997] ra£una
se kao pove¢anje srednje dobrote populacije prije i nakon primjene operatora selekcije, podijeljenog sa
standardnom devijacijom populacije:

I =
f̄s − f̄
σ

.

U ovom izrazu f̄ predstavlja prosje£nu dobrotu rje²enja u populaciji roditelja, f̄s predstavlja prosje£nu
dobrotu rje²enja u populaciji djece koja je dobivena samo uporabom operatora selekcije, a σ predstavlja
standardno odstupanje u populaciji roditelja. Mogu¢e je pokazati da je kod, primjerice, genetskog algo-
ritma, pod odre�enim uvjetima brzina konvergencije obrnuto proporcionalna selekcijskom intenzitetu
[Mühlenbein and Schlierkamp-Voosen, 1993]. Selekcijski intenzit mogu¢e je povezati i s optimalnim
iznosom mutacije [Bäck, 1996] kao i veli£inom populacije [Mühlenbein and Schlierkamp-Voosen, 1993,
Harik et al., 1999].

Uporaba momenata razdiobe dobrote prou£avana je u okviru [Prügel-Bennett and Shapiro, 1994].
r-ti centralni moment razdiobe dobrote populacije rje²enja veli£ine n ra£una se prema izrazu:

µr =
1

n

n∑
i=1

(fi − f̄)r

gdje je fi dobrota i-tog rje²enja a f̄ = 1
n

∑n
i=1 fi srednja vrijednost dobrota za £itavu populaciju. Prvi

centralni moment jednak je srednjoj vrijednosti dobrota: µ1 = f̄ . Drugi centralni moment jednak je
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Slika 4.1: Podjela operatora selekcije.

varijanci dobrote odnosno kvadratu standardnog odstupanja: mu2 = σ2
f . Tre¢i centralni moment mjeri

asimetri£nost razdiobe. Uporabom opisanih momenata moºe se prou£avati kakve razdiobe dobrote
generiraju pojedini operatori selekcije.

Upoznajmo se sada s £esto kori²tenim vrstama selekcije. Jedna mogu¢a (i svakako nepotpuna)
podjela operatora selekcija prikazana je na slici 4.1.

4.2 Proporcionalna selekcija

Proporcionalna selekcija [Holland, 1975] svakom rje²enju u populaciji pridruºuje vjerojatnost odabira
koja je proporcionalna dobroti rje²enja. Selekcija jo² poznata pod nazivom engl. Roulette-wheel selec-
tion. Vjerojatnost odabira i-te jedinke de�nirana je izrazom:

pi =
fi∑n
i=1 fj

=
fi
n · f̄

(4.1)

pri £emu je fi iznos dobrote i-tog rje²enja. Valja napomenuti da za ispravno funkcioniranje ove selekcije
je nuºno da sve dobrote budu nenegativne: ∀i ∈ {1, . . . , n}, fi ≥ 0 te srednja vrijednost dobrote mora
biti ve¢a od nule: f̄ > 0. Za ovu selekciju moºe se pokazati da je selekcijski intenzitet jednak:

I =
σ

f̄
.

Iz izraza je vidljivo da se selekcijski intenzitet smanjuje kako se smanjuje standardno odstupanje, a
tako�er pada s porastom srednje vrijednosti dobrote populacije.

Proporcionalna selekcija podloºna je problemu skale, ²to je direktna posljedica prethodnog izraza
za selekcijski intenzitet. Problem moºemo ilustrirati na sljede¢em primjeru. Zamislimo dvije populacije
rje²enja od po tri jedinke. U jednoj populaciji dobrote rje²enja su redom 1, 2 i 3. U drugoj populaciji
dobrote rje²enja su redom 1000001, 1000002 i 1000003. U obje populacije tre¢e rje²enje je najbolje: ima
najve¢u dobrotu. Me�utim, dok je u prvoj populaciji vjerojatnost odabira najbolje jedinke jednaka:

p3 =
3

1 + 2 + 3
=

3

6
= 0.5

odnosno £ak 50%, u drugoj populaciji ona iznosi:

p3 =
1000003

1000001 + 1000002 + 1000003
=

1000003

3000006
= 0.333333666666000001333330666672 ≈ 1

3
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£ime je vjerojatnost izbora najgore i najbolje jedinke prakti£ki ista. Kako ovaj postupak dobro funkci-
onira za male brojeve a sve lo²ije kako raste skala (magnituda broja), problem je poznat pod nazivom
problem skale.

4.3 Relativna proporcionalna selekcija

Problem skale moºe se ublaºiti a ograni£enje da funkcija dobrote mora biti nenegativna zaobi¢i uvo-
�enjem relativne dobrote. Umjesto da se vjerojatnosti odabira rje²enja ra£unaju temeljem dobrote fi,
za svako se rje²enje uvodi relativna dobrota gi = fi − fmin, gdje je s fmin ozna£ena dobrota najlo²ijeg
rje²enja u populaciji. U tom slu£aju vjerojatnosti se ra£unaju prema izrazu:

pi =
gi∑n
i=1 gj

=
fi − fmin∑n

i=1(fj − fmin)
=

fi − fmin
n · (f̄ − fmin)

. (4.2)

4.4 Boltzmannova selekcija

Boltzmannova selekcija (engl. Boltzmann selection) [de la Maza and Tidor, 1993] je selekcija kod koje
je vjerojatnost odabira rje²enja eksponencijalno proporcionalna dobroti rje²enja. Vjerojatnost odabira
rje²enja i de�nirana je izrazom:

pi =
eβ·fi∑n
j=1 e

β·fj
. (4.3)

Da bi selekcija radila u skladu s o£ekivanjima, vrijednosti dobrota trebaju biti nenegativne. U izrazu
(4.3) β je parametar koji utje¢e na razdiobu vjerojatnosti. Ova selekcija osjetljiva je na problem skale.

4.5 Stohasti£ko univerzalno uzorkovanje

Proporcionalna selekcija, relativna proporcionalna selekcija te Boltzmanova selekcija de�niraju na-
£in dodjele vjerojatnosti rje²enjima u populaciji. Ako trebamo k jedinki, postupak izvla£enja ¢emo
ponavljati k puta ²to ra£unski moºe biti vrlo skupo. Ideja stohasti£kog univerzalnog uzorkovanja
(engl. Stochastic universal sampling) [Baker, 1985b] jest odjednom iz populacije izvu£i svih potrebnih
k jedinki; implementacijski, to bi zna£ilo koristiti samo jedan poziv generatora slu£ajnih brojeva za
izvla£enje svih k jedinki.

Ova selekcija izvodi se na sljede¢i na£in. Neka je n broj rje²enja u populaciji, fi dobrota i-tog
rje²enja (dobrote moraju biti nenegativne) i neka je F =

∑n
i=1 fi > 0 ukupna dobrota. Generira se

slu£ajni broj r iz raspona [0, Fk ] gdje je k broj rje²enja koje ºelimo izvu¢i.
Zamislimo sada da na brojevni pravac slaºemo rje²enja na na£in da krenemo od nule, i prvom

rje²enju damo segment brojevnog pravca od nule pa do f1, nastavimo sa sljede¢im rje²enjem koje
zauzima segment pravca od f1 do f1 + f2, nastavimo sa sljede¢im itd. Ukupna duljina svih zauzetih
segmenata je upravo F . Promotrimo sada na tom istom brojevnom pravcu to£ke:

{r0, r1, . . . , rk−1} = {r, r + 1 · F
k
, r + 2 · F

k
, . . . , r + (k − 1) · F

k
}.

Svaka to£ka ri upada u segment nekog od rje²enja � to rje²enje je selektirano i postaje jedno od rje²enja
koje vra¢amo.

Evo konkretnog primjera. Neka su dobrote rje²enja redom 1, 4, 3, 5 i 8. Vrijedi F = 1+4+3+5+8 =
21. Pretpostavimo da trebamo odabrati k = 3 rje²enja. Ra£unamo: F

k = 21
3 = 7. Stoga biramo slu£ajni

broj iz intervala [0, 7]. Neka je to r = 2.3.
Sloºimo rje²enja na brojevni pravac. Interval na kojem se proteºe rje²enje 1 je [0, 1], slijedi ga

rje²enje 2 kojem pripada interval [1, 5], pa rje²enje 3 kojem pripada interval [5, 8], rje²enje 4 kojem
pripada interval [8, 13] te rje²enje 5 kojem pripada interval [13, 21].

Temeljem odabranog broja r imamo skup {r0, r1, r2} = {2.3, 2.3 + 7, 2.3 + 2 · 7} = {2.3, 9.3, 16.3}.
Rje²enja u £ije segmente upadaju ovi brojevi su drugo, £etvrto i peto.
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4.6 Selekcija odsijecanjem

Selekcija odsijecanjem (engl. truncation selection) [Mühlenbein and Schlierkamp-Voosen, 1993] je de-
terministi£ka selekcija kod koje se vjerojatnost odabira za najboljih τ rje²enja postavlja ja 1

τ , a za
sva ostala rje²enja na 0. Time ¢e samo τ najboljih rje²enja mo¢i sudjelovati u postupcima stvaranja
novih rje²enja. Konceptualno, ovo se moºe izvesti tako da se populacija rje²enja sortira po padaju¢im
vrijednostima dobrote i potom se za prvih τ rje²enja vjerojatnost postavi na 1

τ a za preostale na 0.
Ako s i ozna£imo rang (poziciju) rje²enja u populaciji koja je sortirana po padaju¢im vrijednostima
funkcije dobrote, vjerojatnost odabira jedinke je:

pi =

{
1
τ ako je i ∈ {1, . . . , τ}
0 ako je i ∈ {τ + 1, . . . , n} . (4.4)

Jasno je da selekcijski intenzitet raste sa smanjenjem parametra τ . Primjerice, postavimo li τ = 1,
samo ¢e najbolje rje²enje biti izabirano, i ve¢ sljede¢a generacija ¢e sadrºavati samo njegove kopije.
Pove¢avanjem vrijednosti parametra τ selekcijski se intenzitet smanjuje £ime se duºe £uva raznolikost
u populaciji.

4.7 Selekcija linearnim rangiranjem

Kod selekcije linearnim rangiranjem (engl. linear ranking selection) [Baker, 1985a] rje²enja u populaciji
se sortiraju prema rastu¢im vrijednostima dobrote rje²enja i potom im se pridjeljuje vjerojatnost
odabira koja je linearno proporcionalna rangu (poziciji) rje²enja. Rang 1 pripada najgorem rje²enju a
rang n najboljem rje²enju. Da bi se do kraja de�nirala dodjela vjerojatnosti potrebno je de�nirati dva
parametra:

• n+ � koliko se kopija najboljeg rje²enja o£ekuje u novoj populaciji te

• n− � koliko se kopija najgoreg rje²enja o£ekuje u novoj populaciji.

Tada se vjerojatnost odabira jedinke ranga i ra£una prema sljede¢em izrazu:

pi =
n− + n+−n−

n−1 (i− 1)

n
. (4.5)

Pri tome suma n+ + n− mora biti jednaka 2 kako bi se dobile vjerojatnosti (tj. kako bi vrijedilo∑n
i=1 pi = 1. Kako su parametri n+ + n− vezani, i kako ne ºelimo situaciju u kojoj je n+ < n−,

supstitucijom n− = 2− n+ te preimenovanjem n+ u SP prethodni izraz moºemo zapisati i ovako:

pi =
2− SP + 2(SP − 1) i−1

n−1

n
. (4.6)

pri £emu su za parametar SP dozvoljene vrijednosti iz intervala [1, 2] ⊂ R. Parametar SP direktno
opisuje selekcijski pritisak. Evo poja²njenja. Slika 4.2 prikazuje vrijednosti n · pi za primjer populacije
veli£ine n = 20 i razli£ite vrijednosti parametra SP .

Uz SP = 1, svim se rje²enjima, neovisno o njihovoj stvarnoj dobroti pridjeljuje ista vjerojatnost
odabira. Ovo ¢e rezultirati time da sva rje²enja � i dobra i lo²a � u prosjeku budu odabrana jednak broj
puta, i to ne¢e rezultirati usmjerenim pretraºivanjem prostora mogu¢ih rje²enja. Potpuno se suprotna
situacija pojavljuje uz SP = 2: najgorem rje²enju tada je pridjeljena vjerojatnost 0, £ime se to rje²enje
nikada ne¢e birati kao potencijalni roditelj, dok najbolje rje²enje ima najve¢u vjerojatnost odabira. Za
vrijednosti parametra SP izme�u 1 i 2 omjer vjerojatnosti dodijeljene najboljem i najgorem rje²enju
pn
p1

mijenja se od 1 (potpuno slu£ajna pretraga) do ∞ (jako usmjerena pretraga). Stoga se ovim
parametrom moºe �no pode²avati koliki naglasak algoritam stavlja na najbolje prona�eno rje²enje.

Selekcija linearnim rangiranjem, generalno govore¢i, ima relativno mali selekcijski intenzitet.
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Slika 4.2: Ovisnost dobrote jedinke o parametru SP kod rangiranja. Primjer ilustrira slu£aj n = 20 te
nekoliko razli£itih vrijednosti parametra SP.

4.8 Selekcija eksponencijalnim rangiranjem

Kod selekcije eksponencijalnim rangiranjem (engl. exponential ranking selection) [Baker, 1985a] rje²e-
nja u populaciji se sortiraju prema rastu¢im vrijednostima dobrote rje²enja i potom im se pridjeljuje
vjerojatnost odabira koja je eksponencijalno proporcionalna rangu (poziciji) rje²enja. Rang 1 pripada
najgorem rje²enju a rang n najboljem. Vjerojatnost odabira jedinke ranga i ra£una prema sljede¢em
izrazu:

pi =
cn−i∑n
j=1 c

n−j =
c− 1

cn − 1
cn−i (4.7)

gdje je c ∈ [0, 1] parametar koji utje¢e na na£in dodjele vjerojatnosti. Za vrijednosti parametra c
koje su bliske 1, dobiveni selekcijski intenzitet bit ¢e vrlo mali. U krajnjem slu£aju gdje je c = 1,
sva ¢e rje²enja imati jednaku vjerojatnost odabira ( 1

n) £ime ¢e selekcijski intenzitet biti minimalan ali
¢e se £uvati raznolikost populacije. Smanjenjem vrijednosti c selekcijski intenzitet vrlo brzo raste a
raznolikost populacije pada £ime ovaj operator postaje puno ja£i od linearnog rangiranja. Me�utim,
kako smanjenjem vrijednosti parametra c raznolikost vrlo rapidno pada, ovu selekciju nije mogu¢e
koristiti ako se u algoritam ne ugrade drugi operatori £ija bi namjena bila pove¢avanje raznolikosti
kako bi se dobila ravnoteºa. U praksi se ovaj operator koristi s vrijednostima c koje nisu ba² predaleko
od 1.

4.9 Turnirska selekcija

Turnirska selekcija (engl. Tournament selection) [Goldberg and Deb, 1991, Blickle and Thiele, 1995b,a]
je selekcija kod koje se iz populacije izvla£i slu£ajni uzorak od s rje²enja i rje²enje s najve¢om dobro-
tom u izvu£enom uzorku se odabire. Selekcijski intenzitet kod turnirske selekcije pribliºno je jednak√√

2 ln s [Bäck, 1995].
Turnirska selekcija koja iz populacije od n rje²enja izvla£i slu£ajni uzorak od s rje²enja naziva se

s-turnirska selekcija. U praksi postoje dvije varijante s-turnirskih selekcija:

• varijanta kod koje se s puta ponavlja biranje rje²enja iz £itave populacije � kod ove izvedbe
je mogu¢e da isto rje²enje bude vi²e puta odabrano (odnosno da uzorak od s rje²enja sadrºi
duplikate) te

• varijanta kod koje se biranje ponavlja s puta ali na na£in da se nakon svakog odabira dalje bira
iz podskupa populacije iz kojeg su uklonjene do tada odabrana rje²enja (pa uzorak od s rje²enja
ne¢e imati duplikata ako originalna populacija nije imala duplikata).
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4.9.1 Turnirska selekcija s ponavljanjima

U nastavku ¢emo najprije dati izraz za vjerojatnost odabira jedinke uz izvedbu opisanu u prvoj varijanti.
Zamislimo da imamo populaciju od n rje²enja i da smo je sortirali po rastu¢em poretku (rje²enje £ija
je dobrota najlo²ija je na prvom mjestu odnosno ima rang 1, a rje²enje £ija je dobrota najbolja je na
posljednjem mjestu, odnosno ima rang n). Pretpostavimo sada da nasumi£no izvla£imo jedno rje²enje
prema uniformnoj distribuciji. Vjerojatnost da smo izvukli najgore rje²enje, najbolje rje²enje ili bilo
koje izme�u je isto: 1

n . Vjerojatnost da smo izvu£emo rje²enje koje je na mjestu 1 ili na mjestu 2 je
1
n + 1

n = 2
n . Poop¢avanjem moºemo zaklju£iti da je vjerojatnost da smo izvukli rje²enje koje je na bilo

kojem od mjesta 1, 2, . . . , i jednaka sumi 1
n (za mjesto 1) i 1

n (za mjesto 2) pa sve do 1
n (za mjesto i).

Ovih £lanova ukupno ima i ²to zna£i da je vjerojatnost da smo izvukli rje²enje koje je na bilo kojoj
poziciji po£ev od 1. pa do i-te jednaka:

i · 1

n
=
i

n
.

Ako izvla£enje ponavljamo s puta, vjerojatnost da je u svih s izvla£enja odabrano rje²enje koje je na
prvih i pozicija jednaka je umno²ku vjerojatnosti da je u svakom izvla£enju izvu£eno takvo rje²enje:(

i

n

)s
.

Sada imamo sve ²to je potrebno da odgovorimo na pitanje: kolika je vjerojatnost da u turniru od s
rje²enja pobjedi rje²enje ranga i? Rje²enje na poziciji i ¢e pobjediti:

1. ako je svaki puta u s izvla£enja izvu£eno neko od prvih i rje²enja te

2. ako je rje²enje i doista izvu£eno, ²to zna£i da se nije dogodio slu£aj da je u svih s izvla£enja
izvu£eno neko od prvih i− 1 rje²enja.

Prvi uvjet je vaºan jer osigurava da nije izvu£eno niti jedno rje²enje koje je na poziciji ve¢oj od i �
prisjetimo se, populacija je sortirana po rastu¢im dobrotama, ²to zna£i da se na kasnijoj poziciji nalazi
bolje rje²enje. Stoga, da bi rje²enje i bilo pobjednik turnira, u svih s izvla£enja smiju biti izabrana
samo rje²enja na poziciji i ili manjoj. Drugi uvjet osigurava da je rje²enje i barem jednom izvu£eno �
ina£e ne moºe biti pobjednik.

Traºena vjerojatnost stoga je jednaka vjerojatnosti da smo u s izvla£enja izvukli rje²enje koje je
na poziciji 1 . . . i ²to je

(
i
n

)s minus vjerojatnost da smo u svih s izvla£enja izvukli rje²enje koje je na
poziciji 1 . . . i− 1 koja iznosi

(
i−1
n

)s. Slijedi da je traºena vjerojatnost jednaka:
pi =

(
i

n

)s
−
(
i− 1

n

)s
. (4.8)

U literaturi se moºe prona¢i i druga£iji izraz koji vrijedi ako se rangovi jedinkama dodjeljuju
obrnuto: ako najbolja jednika ima rang 1 a najlo²ija jedinka rang n. Analiza opet kre¢e od najlo²ije
jedinke samo ²to je ona sada s desne strane: vjerojatnost da nasumi£nim izvla£enjem odaberemo
rje²enje koje je ranga i ili lo²ije (dakle na pozicijama i, i + 1, . . . , n − 1, n) je jednako n−i+1

n jer tih
pozicija ima n− i+ 1. Vjerojatnost da u s izvla£enja svaki puta odaberemo rje²enje koje je ranga i ili
gore jednaka je (

n− i+ 1

n

)s
.

Tada je vjerojatnost da je rje²enje ranga i pobjednik s-turnira jednaka vjerojatnosti da je u s izvla£enja
svaki puta odabrano rje²enje ranga i ili gore minus vjerojatnost da je u svih s izvla£enja odabrano
rje²enje koje je ve¢eg ranga od i (odnosno uvijek gore, na pozicijama i+ 1, . . . , n), pa moºemo pisati:

pi =

(
n− i+ 1

n

)s
−
(
n− i
n

)s
.
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4.9.2 Turnirska selekcija bez ponavljanja

Vjerojatnost za drugu verziju turnirske selekcije dade se izvesti uz malo kombinatorike. Pretpostavimo
opet da je populacija sortirana po rastu¢im dobrotama: rang 1 pripada najlo²ijem rje²enju a rang n
najboljem. Radimo turnir sa s rje²enja, ali bez duplikata. To zna£i da iz skupa od n rje²enja nasumice
odaberemo jedno rje²enje, pa iz preostalog skupa od n − 1 rje²enja sljede¢e, i tako redom dok ne
izaberemo svih s rje²enja. Broj na£ina na koje moºemo odabrati s rje²enja je dakle:

n · (n− 1) · · · · · (n− s+ 1)

s!
=

n!

s!(n− s)!
=

(
n

s

)
(dijelimo sa s! jer redosljed izabranih elemenata nije bitan). Rje²enje i moºe biti pobjednik samo
ako su u svih s izvla£enja izvu£ena rje²enja koja su ranga i ili manjeg. Broj na£ina na koje iz skupa
{1, 2, . . . , i} moºemo izvu£i s rje²enja bez duplikata jednak je

(
i
s

)
. To zna£i da je vjerojatnost da smo

u s izvla£enja iz skupa od n rje²enja izvukli rje²enja £iji su rangovi i ili manji jednaka omjeru
(
i
s

)
/
(
N
s

)
.

Da bi rje²enje i bilo pobjednik turnira, ne smije se dogoditi da je u s izvla£enja svaki puta izabrano
rje²enje ranga manjeg od i £ija je vjerojatnost

(
i−1
s

)
/
(
N
s

)
.

Kona£na vjerojatnost da u turniru u kojem se izvla£i s razli£itih rje²enja pobijedi rje²enje ranga i
tada je jednaka:

pi =

(
i
s

)(
n
s

) − (i−1
s

)(
n
s

) =

(
i
s

)
−
(
i−1
s

)(
n
s

) (4.9)

Do istog se izraza moºe do¢i direktno primjenom hipergeometrijske razdiobe koja opisuje vjerojat-
nost da se izvla£enjem n kuglica iz skupa koji sadrºi m bijelih kuglica i N −m crnih kuglica izvu£e k
bijelih kuglica, i koja je de�nirana izrazom:

P (X = k) =

(
m
k

)(
N−m
n−k

)(
N
n

) .

Konkretno, zanima nas vjerojatnost da od n rangova (ukupni broj kuglica) u s izvla£enja izvu£emo
s rangova koji su iz skupa {1, 2, . . . , i} (²to predstavlja bijele kuglice, {i+1,. . . ,n} su crne). Ta je
vjerojatnost prema prethodnom izrazu uz supstitucije m→ i, k → s, n→ s te N → n jednaka:(

i
s

)(
n−i
s−s
)(

n
s

) =

(
i
s

)(
n
s

)
jer je

(
n−i
s−s
)

=
(
n−i

0

)
= 1 £ime smo do²li do prethodno izvedene vjerojatnosti. Vjerojatnost da u svih s

poku²aja izvu£emo rangove iz skupa {1, 2, . . . , i− 1} primjenom istog izraza daje: (i−1
s )

(ns)
pa je kona£na

vjerojatnost razlika tih vjerojatnosti.
U oba slu£aja (varijante 1 i 2) selekcijski intenzitet raste s porastom veli£ine turnira s. To je i

za o£ekivati, jer ²to je uzorak ve¢i, to je ve¢a ²ansa da se u njemu na�u bolja rje²enja koja ¢e se
potom prenijeti dalje. Selekcijski intenzitet je najmanji za s = 2 gdje takva selekcija odgovara linearno
rangiraju¢oj selekciji uz n− = 0 (odnosno SP = 2).

4.10 (µ, λ)-selekcija i (µ+ λ)-selekcija

Ove dvije selekcije uobi£ajeno se sre¢u kod evolucijskih strategija; me�utim, znaju se pojaviti i kod
drugih algoritama. Osnovna zada¢a ovih selekcija jest smanjivanje veli£ine populacije, i obje selekcije
ujedno de�niraju i djelomi£nu implementaciju optimizacijskog algoritma.

Kod (µ, λ)-selekcije pretpostavlja se da ¢e iz populacije veli£ine µ nastati privremena me�upopu-
lacija potomaka veli£ine λ > µ. Tu preveliku populaciju selekcija smanjuje tako ²to za odabire upravo
µ najboljih jedinki.

Kod (µ+ λ)-selekcije tako�er se pretpostavlja se da ¢e iz populacije veli£ine µ nastati privremena
me�upopulacija potomaka veli£ine λ > µ. Me�utim, kod ove selekcije se potom odabire µ najboljih
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jedinki iz unije populacije djece i populacije starih roditelja. Time se osigurava da najbolje rje²enje
koje je algoritam prona²ao ne moºe biti izgubljeno jer £ak ako je populacija djece sastavljena od lo²ijih
jedinki, unija roditelja i djece ¢e sadrºavati najbolju jedinku koja ¢e sigurno biti odabrana i tako
sa£uvana.

4.11 Druge selekcije

Uz navedene, razvijen je jo² £itav niz drugih, rije�e kori²tenih selekcija, poput Boltmannove turnirske
selekcije, uniformnog rangiranja koje je vjerojatnosna izvedba (µ, λ)-selekcije, Whitleyevo linearno
rangiranje itd. Njih me�utim ne¢emo ovdje posebno obra�ivati.

4.12 Zaklju£ne misli

Selekcijski pritisak u populacijskom algoritmu direktna je posljedica primijenjenog operatora selekcija.
Kao ²to je vidljivo iz opisanih operatora selekcije, svaki se operator selekcije pona²a na razli£it na£in i
generira druga£iji selekcijski pritisak. Svaki od operatora tako�er nudi parametrizaciju koja omogu¢ava
pode²avanje selekcijskog pritiska.

Ponekad se u populacijskim algoritmima koriste operatori selekcije s jakim selekcijskim pritiskom
� tipi£no su upareni su operatorima poput operatora mutacije koji agresivno diverzi�cira rje²enja. Uz
manje agresivne operatore mutacije treba koristiti i operatore selekcije koji generiraju manji selekcijski
pritisak. Ono ²to je vaºno zapamtiti jest da je u dobrom optimizacijskom algoritmu presudno posti¢i
dobru ravnoteºu izme�u operatora koji smanjuju raznolikost populacije (poput operatora selekcije) i
operatora koji pove¢avaju raznolikost.

Uz preslabi selekcijski pritisak rje²enja koja i posjeduju dobre dijelove i koja bi mogla usmjeriti
pretragu prema globalno optimalnom rje²enju ne¢e do¢i do izraºaja � zbog premalog pritiska vjerojat-
nost odabira takvih rje²enja ¢e biti nedovoljno velika i takva ¢e se rje²enja £esto izgubiti (a s njima
i dijelovi potrebni za izgradnju optimalnog rje²enja); pretraga ¢e odgovarati skoro pa nasumi£nom
pretraºivanju. Kod genetskog algoritma ova je pojava poznata pod naziv genetski drift.

Uz prejaki selekcijski pritisak rje²enje koje posjeduje dobre dijelove bit ¢e prenagla²eno � u vrlo
kratkom vremenu to ¢e rje²enje postati dominantno u populaciji £ime ¢e se algoritmu onemogu¢iti
da istraºi druga podru£ja i mogu¢e kvalitetnija rje²enja; ovo ¢e dovesti do pojave koju nazivamo
prerana konvergencija (engl. premature convergence). Jedna od karakteristika ove pojave je i gubitak
raznolikosti u populaciji � £itava populacija komprimirana je u okolicu jednog rje²enja.

Uz selekcije vaºno je spomenuti jo² jedan blizak pojam � elitizam. Elitizam kod optimizacijskog
algoritma ozna£ava svojstvo algoritma koje garantira da najbolje prona�eno rje²enje ne moºe biti
izgubljeno, odnosno da moºe nestati iz populacije rje²enja samo ako ga zamijeniti neko jo² bolje rje²enje.
Algoritmi koji ºele biti elitisti£ki, ovisno o kori²tenim operatorima selekcije ponekad se mogu osloniti
na operatore selekcije za garanciju ovog svojstva a ponekad to trebaju osigurati sami (kad operator
selekcije to ne garantira).

Kakve su implikacije uprabe elitizma u algoritmima koji rade nad kona£nim populacijama i s
ograni£enim brojem koraka, jo² uvijek nije jasno. S prakti£ne strane, imati elitizam je zgodno jer je
time napredak algoritma monoton � £uva najbolje rje²enje tako dugo dok ga ne uspije zamijeniti jo²
boljim. Me�utim, s teorijske strane, trenutno najbolje rje²enje u populaciji jest rje²enje koje se pona²a
kao atraktor £itave populacije koja se komprimira oko njega � ako je to lokalni optimum, to moºe
uzrokovati zaglavljivanje algoritma. U takvim bi situacijama potencijalni gubitak takvog rje²enja
mogao potaknuti populaciju na istraºivanje drugih dijelova potprostora rje²enja i time doprinijeti
pronalasku boljih rje²enja.
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Poglavlje 5

Jednostavni algoritmi i lokalne pretrage

U okviru ovog poglavlja pogledat ¢emo najprije nekoliko jednostavnih optimizacijskih algoritama koji
se temelje na pretpostavci da algoritam ve¢ raspolaºe nekim po£etnim rje²enjem. U tu svrhu od
izuzetnog ¢e nam zna£aja biti pojam susjedstva. Osvrnut ¢emo se tako�er na primjere optimizacije
kombinatori£kih problema te kontinuiranih problema kao i na jedan od na£ina pobolj²anja uspje²nosti
generiranja po£etnog rje²enja.

Susjedstvo Neka je x ∈ X neko rje²enje iz skupa mogu¢ih rje²enja X . Susjedstvo rje²enja x, oznaka
N (x), de�nirano je funkcijom susjedstva N koja predstavlja preslikavanje N : X → 2X . Ova funkcija
svakom rje²enju x pridruºuje podskup skupa X koji £ini skup svih rje²enja koja zovemo susjedima od
rje²enja x.

Kod problema optimizacije nad kontinuiranim prostorom, susjedstvo rje²enja x naj£e²¢e se de�nira
kao skup svih rje²enja x′ koja su od rje²enja x udaljena za ne vi²e od nekog �ksnog iznosa ε; u tom
slu£aju susjedstvo je de�nirano kao:

N (x) = {x′ : |x′ − x| ≤ ε, x′ ∈ X}.

Kod problema kombinatori£ke optimizacije uobi£ajeno je de�nirati operator pomaka π(x) koji iz
rje²enja x stvara novo rje²enje x′ na na£in da provodi ograni£enu modi�kaciju rje²enja x. Primjerice,
ako kao reprezentaciju rje²enja koristimo binarno kodiranje, operator π bi mogao biti operator koji
nad zadanim rje²enjem promjeni to£no jedan bit na proizvoljno odabranoj poziciji. Tada moºemo
de�nirati i udaljenost d(x, x′) koja predstavlja broj primjena operatora π koje su potrebne da bi se iz
rje²enja x do²lo do rje²enja x′. Primjerice, ako je rje²enje x kodirano kao 00000, rje²enje x′ kao 01001

te ako je operator π de�niran kao operator koji na proizvoljno odabranom mjestu mijenja jedan bit,
tada je d(x, x′) = 2 jer operator π trebamo primijeniti jednom kako bismo iz 00000 dobili 01000, i
potom ga primijeniti jo² jednom nad tim me�urezultatom kako bismo iz 01000 dobili 01001 (mogu¢
je i druga£iji redosljed: 00000→00001→01001). Treba napomenuti da je d(x, x′) direktno vezano uz
de�niciju operatora π. Da smo operator π de�nirali kao operator koji nad zadanim rje²enjem moºe
na najvi²e dva proizvoljno odabrana mjesta promijeniti vrijednost bita, vrijedilo bi d(x′, x) = 1 jer
uz tako de�nirani operator π iz rje²enja 00000 u jednom koraku moºemo dobiti rje²enje 01001. Evo
jo² jednog primjera operatora π: pretpostavimo da je rje²enje problema permutacija brojeva, i da je
trenutno rje²enje x = (2, 1, 3). Ako je operator π de�niran kao operator zamjene dva elementa, i ako
susjedstvo generiramo uz d(x, x′) = 1, vrijedi: N (x) = {(3, 1, 2), (2, 3, 1), (1, 2, 3)}.

Uo£imo odmah i da, ovisno o na£inu kako je de�niran operator π, rje²enje £ije susjedstvo razma-
tramo moºe ili ne mora sadrºavati to rje²enje. Ako operator π de�niramo navo�enjem gornje ograde,
takav ¢e operator generirati susjedstvo koje sadrºi i razmatrano rje²enje; primjerice, neka je π operator
koji u trenutnom rje²enju mijenja najvi²e jedan bit na nasumi£no odabranoj poziciji. S druge strane,
ako zadamo i donju netrivijalnu granicu, tada originalno rje²enje ne¢e biti uklju£eno u susjedstvo; pri-
mjerice, neka je π operator koji u trenutnom rje²enju mijenja to£no jedan bit na nasumi£no odabranoj
poziciji. Na koju se vrstu susjedstva misli, obi£no je jasno iz konteksta. U algoritmima u nastavku
pretpostavka je da susjedstvo uklju£uje i trenutno rje²enje (osim ako nije druga£ije zadano).
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Uz de�niran operator π susjedstvo rje²enja x tada je uobi£ajeno de�nirati kao

N (x) = {x′ : d(x′, x) ≤ k, x′ ∈ X}

gdje je k pozitivan cijeli broj. Moºemo uo£iti da ¢e, o£ekivano, uz ve¢i k i susjedstvo biti ve¢e.
Jednom kada smo de�nirali pojam susjedstva, moºemo de�nirati iterativni algoritam pretraºivanja

kako to prikazuje pseudokod 5.1.

Pseudokod 5.1 Iterativni algoritam pretraºivanja.

x(0) ... po£etno rje²enje

t = 0

ponavljaj

Generiraj N(x(t)) tj. susjedstvo rje²enja x(t)

x(t+1) = odaberi neko rje²enje iz generiranog susjedstva N(x(t))

t = t+1

dok nije zadovoljen uvjet zaustavljanja

vrati x(t)

Algoritam u svakoj iteraciji temeljem trenutnog rje²enja generira susjedstvo i potom iz tog su-
sjedstva bira neko rje²enje koje ¢e postati novo rje²enje algoritma. Ako ovaj odabir napravimo tako
da se odabire uvijek najbolje rje²enje, dobit ¢emo pohlepni algoritam uspona na vrh koji je prikazan
pseudokodom 5.2.

Pseudokod 5.2 Pohlepni algoritam uspona na vrh.

x(0) ... po£etno rje²enje

t = 0

ponavljaj

Generiraj N(x(t)) tj. susjedstvo rje²enja x(t)

x(t+1) = odaberi najbolje rje²enje iz generiranog susjedstva N(x(t))

t = t+1

ako je x(t)=x(t-1) prekini petlju

dok nije zadovoljen uvjet zaustavljanja

vrati x(t)

Pretpostavka prethodnog algoritma je da je u susjedstvo od x uklju£eno i rje²enje x tako da odabi-
rom najboljeg rje²enja iz generiranog susjedstva sigurno ne odabiremo rje²enje koje je manje kvalitete
od trenutnog. Opisani algoritam neizravno postavlja ograni£enje na de�niciju operatora π kojim se
generira susjedstvo. Kada bismo taj operator de�nirali kao operator koji iz zadanog rje²enja moºe
generirati bilo koje drugo rje²enje iz skupa X , opisani algoritam bi se u samo jednom prolazu pretvorio
u algoritam iscrpne pretrage: susjedstvo zadanog rje²enja postalo bi jednako £itavom prostoru mo-
gu¢ih rje²enja £ime bi njegovo generiranje, vrednovanje i odabir najboljeg rje²enja postalo vremenski
neprihvatljivo. Primjerice, ako za prikaz rje²enja koristimo binarni prikaz duljine 1024 bita, susjedstvo
svakog rje²enja sadrºavalo bi svih 21024 mogu¢ih binarnih rije£i koje bi trebalo vrednovati, usporediti i
odabrati najbolje. Na ra£unalu koje u jednoj nanosekundi uspije generirati i vrednovati jedno rje²enje
te ga usporediti s do tada prona�enim najboljim iz tog susjedstva £itav postupak trajao ne²to manje
od 10292 godina.

Stoga je nuºno da operator π i pripadno susjedstvo budu de�nirani na na£in koji ¢e osigurati da je
susjedstvo dovoljno male veli£ine da ga se moºe u razumnom vremenu generirati i pretraºivati, ili pak
postupak odabira rje²enja iz susjedstva treba biti takav da susjedstvo samo uzorkuje i radi s njegovim
podskupom. U oba slu£aja, naºalost, op¢enito govore¢i, gubi se garancija pronalaska globalnog opti-
muma te se uvode lokalni optimumi � ne kao inherentno svojstvo funkcije koju optimiramo ve¢ kao
posljedica na£ina na koji de�niramo susjedstvo ili na£ina na koji ga uzorkujemo.
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Lokalni optimum Lokalni optimum s obzirom na susjedstvo N (x∗) de�niramo kao rje²enje x∗ za koje
vrijedi da su sva rje²enja x ∈ N (x∗) i x 6= x∗ lo²ija od rje²enja x∗. Pohlepni algoritam pretraºivanja
stoga ¢e zaglaviti u rje²enju x∗.

Zgodno je jo² i uo£iti zanimljivo svojstvo globalnog optimuma: globalni optimum ujedno je i lokalni
optimum neovisno o na£inu kako je de�niran operator pomaka π i pripadno susjedstvo (jasno je za²to
je tome tako).

U algoritmu 5.2 kompletno susjedstvo moºe se, a i ne mora generirati. Uobi£ajene su tri ina£ice.

• Generira se cjelokupno susjedstvo te se pronalazi najbolje rje²enje. U slu£aju da je susjedstvo
veliko, ovaj pristup ¢e biti ra£unski izuzetno zahtjevan.

• Susjedstvo se generira rje²enje po rje²enje i postupak se zaustavlja £im se prona�e prvo bolje
rje²enje. U slu£aju da je trenutno rje²enje lokalni optimum, postupak se pretvara u prethodni
slu£aj u kojem se radi iscrpna pretraga cjelokupnog susjedstva.

• Posredstvom slu£ajnog mehanizma odabire se neko od rje²enja iz susjedstva koja su bolja od
trenutnog (dakle, nije nuºno da ¢e biti odabrano najbolje rje²enje iz susjedstva).

Koja god od strategija da se odabere, opisani algoritmi podloºni su zaglavljivanju u lokalnim opti-
mumima. Stoga postoji nekoliko varijanti algoritama koje za cilj imaju pove¢ati robusnost algoritma
s obzirom na lokalne optimume. Tri naj£e²¢e navedene su u nastavku.

Iterativno pokretanje algoritma s razli£itih po£etnih rje²enja. Postupak pretraºivanja, pose-
bice ako se iz algoritma uklone stohasti£ke odluke, odre�en je rje²enjem od kojeg je pretraga
pokrenuta. Stoga je jedna mogu¢nost postuzanja robusnosti iterativno pokretanje algoritma i to
svaki puta s novim po£etnim rje²enjem. Tim pristupom nadamo se da algoritam ne¢e svaki puta
zaglaviti u istom lokalnom optimumu.

Prihva¢anje i rje²enja koja nisu bolja od trenutnog. S obzirom na danu de�niciju lokalnog op-
timuma kao najboljeg rje²enja u njegovom susjedstvu, jasno je da algoritam koji kao sljede¢e
rje²enje prihva¢a samo bolja rje²enja od trenutnog ne¢e uspjeti napustiti lokalni optimum. Ako
se u algoritam doda mogu¢nost da algoritam "zaboravi" trenutno najbolje rje²enje i u nekim
slu£ajevima prihvati i lo²ije rje²enje, mogu¢e je da ¢e se u susjedstvu tog novog lo²ijeg rje²enja
zate¢i i neko rje²enje koje je bolje od prethodnog lokalnog optimuma (ili koje ¢e voditi do rje-
²enja koje ¢e voditi do takvog rje²enja), pa ¢e u tom slu£aju algoritam uspjeti napustiti lokalni
optimum i krenuti prema jo² boljim rje²enjima.

Promjena susjedstva. Lokalni optimum x moºe biti inherentno svojstvo funkcije koja se optimira
i koja u toj to£ki doista ima ekstrem ili pak moºe biti posljedica na£ina na koji je de�nirano
susjedstvo odnosno odabranog operatora π. Ukoliko je u x nastupio ovaj drugi slu£aj, promjenom
operatora π mogu¢e je da rje²enje x vi²e ne¢e biti lokalni optimum.

5.1 Primjeri algoritama lokalne pretrage

5.1.1 Vi²ekratno pokretanje lokalne pretrage

Algoritam je poznat pod nazivom engl. Multistart local search. Osnovna ideja prikazana je pseudoko-
dom 5.3.

U svakom prolazu vanjske petlje u algoritmu se na slu£ajan na£in generira po£etno rje²enje koje
¢e potom biti predano algoritmu lokalne pretrage. Pri tome se po£etna rje²enja u svakom koraku
generiraju nezavisno, odnosno jedan prolaz vanjske petlje algoritma niti na koji na£in ne utje£e na
po£etno rje²enje koje ¢e biti generirano za sljede¢i prolaz.
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Pseudokod 5.3 Vi²ekratno pokretanje lokalne pretrage.

x'' = null ... jo² nema najboljeg rje²enja

ponavljaj

x = generiraj slu£ajno po£etno rje²enje

x' = primjeni lokalnu pretragu na rje²enje x

ako je x''=null ili ako je x' bolji od x'' tada

x'' = x'

kraj

dok nije zadovoljen uvjet zaustavljanja

vrati x''

5.1.2 Iterativna lokalna pretraga

Pobolj²anje prethodnog algoritma je algoritam poznat pod nazivom engl. Iterated local search. Osnovna
ideja prikazana je pseudokodom 5.4.

Pseudokod 5.4 Iterativno pokretanje lokalne pretrage.

x0 = generiraj slu£ajno po£etno rje²enje ili ga preuzmi izvana

x = primjeni lokalnu pretragu na x0

ponavljaj

x' = perturbiraj(x, povijesni podatci)

x'' = primjeni lokalnu pretragu na x'

x = prihvati(x, x'', memorija)

dok nije zadovoljen uvjet zaustavljanja

vrati najbolje prona�eno rje²enje

Algoritam kao sastavni dio koristi neku drugu lokalnu pretragu. Prethodno opisani algoritam vi²e-
kratnog pokretanja lokalne pretrage moºe davati lo²e rezultate kod odre�ene vrste problema kod kojih
je prostor pretraºivanja vrlo veliki. Kod takvih problema £est je slu£aj da imaju mno²tvo lokalnih
optimuma sli£ne kvalitete, pa nasumi£no generiranje po£etnog rje²enja u tom slu£aju obi£no rezultira
pronalaskom lokalnih optimuma sli£ne kvalitete. Kako bi se tome dosko£ilo, ovaj algoritam najprije
uporabom algoritma lokalne pretrage pronalazi prvi lokalni optimum i potom koristi operator pertur-
biranja £ija je zada¢a stvoriti novo rje²enje koje ¢e se potom koristiti kao po£etno rje²enje za novo
pokretanje lokalne pretrage, nakon £ega ¢e se proces ponavljati. Operator perturbiranja pri tome ima
zada¢u modi�cirati trenutno rje²enje tako da dio rje²enja sa£uva a dio rje²enja drasti£no modi�cira.
Ako je udio rje²enja koji ¢e se modi�cirati premali, mogu¢e je da ¢e se primjenom lokalne pretrage
opet dobiti isti lokalni optimum. Ako je udio rje²enja koji ¢e se modi�cirati preveliki, izgubit ¢e se
kvalitetni dijelovi ve¢ prona�enog rje²enja, i u ekstremu algoritam ¢e se pretvoriti u algoritam vi²ekrat-
nog pokretanja lokalne pretrage. Stoga optimalni udio i na£in provo�enja perturbacije rje²enja ovisi o
problemu koji se rje²ava. Nakon ²to se nad perturbiranim rje²enjem x′ pokrene lokalna pretraga i time
dobije rje²enje x′′, potrebno je odlu£iti ho¢e li se to novo rje²enje prihvatiti kao trenutno rje²enje ili ¢e
se sa£uvati staro rje²enje, i to radi funkcija prihvati. Prihva¢anjem samo boljih rje²enja, algoritam
¢e imati vi²e tendencije brºe zaglaviti u lokalnom optimumu. S druge strane, prihva¢anje i lo²ijih rje-
²enja (tada je pitanje pod kojim uvjetima i koliko lo²ijih) moºe pomo¢i op¢enitoj robusnosti algoritma
ali isto tako moºe usporiti brzinu kojom se dobivaju bolja rje²enja ²to ponekad moºe biti vremenski
neprihvatljivo.

5.1.3 Pohlepna randomizirana adaptivna procedura pretrage

Algoritam pohlepna randomizirana adaptivna procedura pretrage poznat pod nazivom GRASP, ²to je
kratica od engl. Greedy randomized adaptive search procedure. Osnovna ideja prikazana je pseudoko-



5.1. PRIMJERI ALGORITAMA LOKALNE PRETRAGE 53

dom 5.5.

Pseudokod 5.5 Pohlepna randomizirana adaptivna procedura pretrage.

x = null

ponavljaj

x' = pohlepnim slu£ajnim algoritmom konstruiraj novo po£etno rje²enje

x'' = primjeni lokalnu pretragu na x'

x = prihvati(x, x'')

dok nije zadovoljen uvjet zaustavljanja

vrati najbolje prona�eno rje²enje, tj. x

Ovaj algoritam sli£an je algoritmu vi²ekratnog pokretanja lokalne pretrage, uz vaºnu razliku:
umjesto da se po£etna rje²enja stvaraju sasvim slu£ajno, po£etna se rje²enja konstruiraju element
po element koriste¢i neku pohlepnu (i po mogu¢nosti randomiziranu) proceduru. Ovime se osigurava
da rje²enja od kojih se kre¢e nisu skroz slu£ajna, ve¢ u sebi sadrºe dijelove rje²enja koja se vjerojatno
nalaze i u rje²enju koje je globalni optimum, a tako�er zbog na£ina na koji su konstruirana, ve¢ imaju
kvalitetu koja je bitno bolja od tipi£nih nasumi£no stvorenih rje²enja. Funkcija prihvati naj£e²¢e je
implementirana tako da deterministri£ki prihva¢a novo rje²enje samo ako je ono bolje od trenutnog.

Izgradnja po£etnog rje²enja radi se element po element. Primjerice, da se radi o problemu trgova£-
kog putnika, uz �ksirani prvi grad obilaska trebali bismo odabrati koji ¢emo grad posjetiti kao drugi,
pa koji ¢emo grad posjetiti kao tre¢i, i tako redom sve dok ima neposje¢enih gradova. U svakom koraku
konstrukcije rje²enja de�nira se skup C kao skup elemenata koje je u tom koraku mogu¢e dodati u
trenutno rje²enje (npr. gradovi koje jo² nismo posjetili a do njih postoji direktna veza iz posljednjeg
grada koji smo prethodno dodali u rje²enje). Potom se za svaki element c ∈ C ra£una doprinos kvaliteti
trenutnog rje²enja ako mu se nadoda element c (za TSP doprinos ¢e biti to ve¢i ²to je grad-kandidat
bliºi posljednjem dodanom gradu). Vrednovanje se obavlja pohlepnom funkcijom g(c) (npr. recipro£na
vrijednost udaljenosti za slu£aj TSP-a). Ako se radi o klasi£noj pohlepnoj konstrukciji, iz skupa C
uzima se onaj element koji najvi²e pridonosi pove¢anju kvalitete rje²enja i taj se element nadodaje u
trenutno rje²enje nakon £ega se postupak ponavlja, sve dok rje²enje nije u potpunosti izgra�eno. U
slu£aju randomizirane pohlepne konstrukcije iz skupa C gradi se ograni£ena lista kandidata, RCL, engl.
rescricted candidate list i potom se iz te liste odabire posredstvom slu£ajnog mehanizma element koji
¢e biti nadodan u trenutno rje²enje. Listu RCL mogu¢e je graditi temeljem dva kriterija: ograni£enjem
na kardinalnost liste gdje se u listu uklju£uje najboljih k elemenata s obzirom na funkciju g, ili pak
uzimaju¢i u obzir vrijednosti funkcije g. U ovom posljednjem slu£aju uobi£ajeno je u skupu prona¢i
minimalnu vrijednost funkcije g (oznaka gmin) i maksimalnu vrijednost funkcije g (oznaka gmax), i po-
tom uz zadanu vrijednost α ∈ [0, 1] u listu uklju£iti sve elemente £ija je kvaliteta od kvalitete najboljeg
elementa udaljena za najvi²e α · (gmax − gmin), tj.

RCL = {c ∈ C|g(c) ≥ gmax − α · (gmax − gmin)}.

Opisani kriterij vrijedi uz pretpostavku da je funkcija g doista funkcija koja govori koliko ¢e se dodava-
njem elementa c u trenutno rje²enje pove¢ati njegova kvaliteta. Ako kao funkciju g koristimo funkciju
koja mjeri pogor²anje kvalitete, odnosno koja predstavlja kaznu, RCL listu moºemo de�nirati kako
slijedi:

RCL = {c ∈ C|g(c) ≥ gmin + α · (gmax − gmin)}.

Moºemo uo£iti da ¢e se uz odabir α = 0 ograni£ena lista kandidata svesti samo na podskup elemenata
koji maksimalno doprinose pobolj²anju kvalitete rje²enja £ime dobivamo klasi£ni pohlepni konstrukcij-
ski algoritam. Uz odabir α = 1 postupak konstrukcije se pak pretvara u £isto nasumi£no generiranje
rje²enja. Uz vrijednosti koje su izme�u ova dva ekstrema algoritam radi kompromis izme�u ova dva
pona²anja. To£an iznos parametra α koji je optimalan ovisi o problemu koji se rje²ava. Osim upo-
rabe �ksne vrijednosti parametra postoje i varijante algoritma kod kojih se ova vrijednosti dinami£ki
mijenja.
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5.2 Numeri£ke optimizacije

Optimizacijski algoritmi £esto se primjenjuju na visoko-nelinearne funkcije koje su de�nirane nad konti-
nuiranim domenama. Ako su te funkcije derivabilne, tada napredak algoritama £esto moºemo pospje²iti
prikladnom lokalnom pretragom koja ¢e ubrzati konvergenciju ka lokalnom optimumu koji se nalazi u
blizini trenutnog rje²enja koje je prona²ao optimizacijski algoritam. U tu svrhu na raspolaganju nam
stoji £itav niz algoritama. Kako ova knjiga ne predstavlja udºbenik iz navedenog podru£ja matema-
ti£ke optimizacije, ovdje ¢emo navesti samo podskup metoda, a zainteresirani £itatelj se upu¢uje na
odgovaraju¢u dopunsku literaturu.

Pretpostavimo da je zadana funkcija f(~x) £iji traºimo minimum. To je skalarna funkcija koja je
de�nirana nad n-dimenzijskim vektorom ~x. Primjerice, funkcija

f(~x) = (x1 − 4)2 + (x2 + 8)2 − (x3 + 5)2

je primjer funkcije koja je de�nirana nad R3.
Gradijent funkcije iz primjera je vektor stupac:

∇f(~x) =


∂f
∂x1
∂f
∂x2
∂f
∂x3


=

 2x1 − 8
2x2 + 16
2x3 + 10


Funkcija poprima ekstremnu vrijednost (ili sedlo) u to£kama u kojima je ∇f(~x) = ~0. Na primjeru
zadane funkcije ovo se svodi na sustav od tri jednadºbe koje je trivijalno rije²iti egzaktno:

2x1 − 8 = 0

2x2 + 16 = 0

2x3 + 10 = 0

iz £ega slijedi:

x1 = 4

x2 = −8

x3 = −5

²to predstavlja jedini minimum ove funkcije: ~x = [4,−8,−5]T .

5.2.1 Pretraºivanje u zadanom smjeru

Optimizacija funkcije koja je de�nirana nad vi²edimenzijskim prostorom inherentno je problemati£na.
Stoga je najjednostavniji poku²aj kro¢enja ove sloºenosti iterativni postupak koji problem optimiza-
cije nad vi²edimenzijskim prostorom svodi na optimizaciju nad jednom dimenzijom. Pretpostavimo
ponovno da je f(~x) funkcija £iji se traºi minimum, pri £emu je ~x ∈ Rn. Neka je ~x(0) odabrano po£etno
rje²enje (primjerice, to£ka koju smo generirali nasumi£no). Pretpostavimo tako�er da je ~d(0) ∈ Rn
vektor koji pokazuje u smjeru u kojem je potrebno modi�cirati trenutno rje²enje kako bi vrijednost
funkcije pala, gledano iz trenutne to£ke ~x(0).

Problem ¢emo pretvoriti u jednodimenzijski tako ²to ¢emo uvesti parametar λ te de�nirati novu
funkciju:

θ(λ) = f(~x(0) + λ · ~d(0)).

Funkcija θ ovisi samo o lambda; za nju su ~x(0) i ~d(0) konstante. Sada je zadatak prona¢i vrijednost λ∗

koja minimizira funkciju θ(λ) i potom kao novo rje²enje uzeti vrijednost:

~x(1) = ~x(0) + λ · ~d(0).
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Pogledajmo to na konkretnom primjeru gdje je f(~x) = (x1 − 4)2 + (x2 + 8)2 − (x3 + 5)2, ~x(0) =
[6,−10,−9]T te ~d = [−1, 2, 1]T . Lagano se moºemo uvjeriti da ¢e za male vrijednosti λ funkcija padati
te ¢e potom u jednom trenutku po£eti rasti. Za vrijednosti λ iz skupa {0, 1, 2, 3, 4} sljede¢a tablica
prikazuje vrijednosti koje poprima funkcija θ(λ).

λ ~x(0) + λ · ~d(0) θ(λ)

0 [6,−10,−9]T 24
1 [5,−8,−8]T 10
2 [4,−6,−7]T 8
3 [3,−4,−6]T 18
4 [2,−2,−5]T 40

Pitanje koje treba razrije²iti jest kako na sistemati£an na£in utvrditi traºenu vrijednost λ∗. Naime,
vidimo da uz premali korak λ funkciju ne¢emo dovoljno minimizirati � da smo napravili ve¢i korak,
dobili bismo bolje rje²enje. S druge pak strane, ako napravimo preveliki korak, iako se kre¢emo u
dobrom smjeru, vrijednost funkcije ¢e rasti a ne padati. Dakako, ²to je "preveliko" a ²to "premalo"
ovisi o konkretnoj funkciji koju rje²avamo: nekada te vrijednosti mogu biti reda veli£ine 10−5 a nekada
105.

Jedan od pristupa jest pogledati derivaciju funkcije θ(λ). Vrijedi:

dθ(λ)

dλ
= ∇f(~x)T · ~d.

Kako je u to£ki ~x(0) vektor ~d(0) odabran tako da pokazuje u smjeru pada funkcije f , slijedi da je

dθ(λ)

dλ

∣∣∣∣
λ=0

< 0.

De�nirat ¢emo stoga da je λlower = 0.
Ono ²to trebamo jest gornju ogradu za λ = λupper za koju po prvi puta vrijedi

dθ(λ)

dλ

∣∣∣∣
λupper

> 0.

Ako ne znamo pametniji na£in kako do¢i do vrijednosti λupper, moºemo poku²ati s λupper = 1, pa

izra£unamo dθ(λ)
dλ

∣∣∣
λupper

; ako je vrijednost manja od 0, postavimo λupper ← λupper · 2 i ponovimo

provjeru; procjenu za λupper na opisani na£in eksponencijalno pove¢avamo sve dok se nastupi uvjet za
prekid.

Na ovaj na£in uspjeli smo ograditi vrijednosti za λ s donje (λlower) i gornje (λupper) strane, i sigurni
smo da se minimum nalazi negdje unutar tog intervala. Sve ²to je jo² potrebno jest prona¢i vrijednost
λ∗ ∈ [λlower, λupper] koja minimizira funkciju θ. Nakon stvaranja nove procjene pozicije optimuma
~x(1) = ~x(0) + λ · ~d(0) £itav se postupak moºe iterativno ponoviti, ²to nas vodi na op¢eniti algoritam
pretraºivanja u zadanom smjeru koji je dan pseudokodom 5.6.

Pseudokod 5.6 Pretraºivanje u zadanom smjeru.
Ponavljaj za k = 1, 2, . . .

Ako je ~x(k) optimum, prekini s izvo�enjem i vrati ~x(k).
Ina£e

Utvrdi ~d(k) � smjer pretrage
Prona�i λ∗ > 0 � korak
De�niraj ~x(k+1) = ~x(k) + λ∗ · ~d(k) � novo rje²enje

Za pronalazak optimalne vrijednosti parametra λ∗ uz pretpostavku da je funkcija θ(λ) konveksna
te da smo minimum ogradili i imamo vrijednosti λlower i λupper moºemo koristiti niz metoda. Metoda
bisekcije prikaza ne pseudokodom 5.7.
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Pseudokod 5.7 Metoda bisekcije.
Korak 0. Postavi k = 0. Postavi λl = λlower te λu = λupper.

Korak k. Postavi λ = λl+λu
2 i izra£unaj dθ(λ)

dλ

∣∣∣
λ
.

Ako je dθ(λ)
dλ

∣∣∣
λ
> 0, rede�niraj λu = λ, k = k + 1.

Ako je dθ(λ)
dλ

∣∣∣
λ
< 0, rede�niraj λl = λ, k = k + 1.

Ako je dθ(λ)
dλ

∣∣∣
λ
≈ 0, stani jer smo do²li do minimuma dovoljno blizu.

U pseudokodu 5.7 se kao uvjet zaustavljanja koristi operator ≈ koji nam omogu¢ava da stanemo
kada smo dovoljno zadovoljni prona�enim rje²enjem. Iz opisanog algoritma tako�er se moºe uo£iti da
algoritam u svakom koraku interval dijeli na pola £ime ²irina intervala pretraºivanja pada eksponenci-
jalno.

Za funkciju iz primjera te zadani vektor pretraºivanja analiti£ki moºemo izra£unati optimalnu
vrijednost od λ∗. Naime, kako traºimo minimum funkcije θ(λ), slijedi da mora vrijediti: dθ(λ)

dλ

∣∣∣
λ

= 0,

²to nas vodi na sustav −20 + 12λ = 0 iz £ega slijedi λ∗ = 5
3 ≈ 1.666666.

Ozna£imo s ε vrijednost koliko izra£unata derivacija u pseudokodu 5.7 smije odstupati o nule da
bismo prekinuli postupak. Sljede¢a tablica prikazuje broj iteracija te izra£unata rje²enja ovisno o
vrijednosti ε. Pretraºivanje je ra�eno unutar intervala [0.0, 2.0] pri £emu je gornja granica utvr�ena
iterativnim mnoºenjem s 2 dok derivacija funkcije θ nije postala pozitivna.

ε napravljeni broj koraka λ∗

1 4 1.625
0.5 5 1.6875
0.1 7 1.671875
0.05 8 1.6640625
0.01 10 1.666015625
0.005 11 1.6669921875
0.001 13 1.666748046875

Osim prikazane metode, postoji jo² niz drugih poput metode zlatnog reza, pravila Armija, pravila
Armijo-Wolfe itd.

5.2.2 Gradijentni spust

U prethodnom podpoglavlju nismo odgovorili na pitanje kako odabrati vektor ~d u £ijem smjeru ¢e se
raditi pretraga. Algoritam gradijentnog spusta daje jedan mogu¢i odgovor na to pitanje. Kako bi dao
odgovor na to pitanje, algoritam gradijentnog spusta u okolici trenutnog rje²enja ~x gradi linearni model
funkcije koja se optimira � drugim rije£ima, algoritam pretpostavlja da se u okolici trenutnog rje²enja
funkcija pona²a kao hiperravnina. Neka je zadana funkcija f(~x) £iji traºimo minimum. Taylorov razvoj
funkcije f u okolici rje²enja ~x glasi:

f(~x+ ~τ) = f(~x) +∇f(~x)T · ~τ +
1

2!
· ~τT · ∇2f(~x) · ~τ + ζ (5.1)

pri £emu su s ζ ozna£ene pogre²ke vi²eg reda. Za potrebe izgradnje algoritma gradijentnog spusta u
okolici to£ke ~x funkcija f(~x) modelira se linearnom funkcijom g(~x) koja je de�nirana na sljede¢i na£in:

g(~x+ ~τ) = f(~x) +∇f(~x)T · ~τ . (5.2)

Pri tome je ∇f(~x) vektor koji pokazuje u smjeru maksimalnog pove¢anja funkcije g a −∇f(~x) pokazuje
u smjeru smanjenja vrijednosti funkcije g. Stoga se kao vektor u £ijem ¢e se smjeru raditi pretraga
moºe uzeti −∇f(~x).

Ako se ne ºeli raditi pretraºivanje u smjeru zadanog vektora, jednostavna varijanta algoritma
gradijentnog spusta moºe se dobiti tako da se pomak uvijek radi tako da se trenutnoj procjeni rje²enja
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doda skalirana negativna vrijednost gradijenta pri £emu se kao faktor skaliranja koristi mali pozitivni
broj (npr. 0.1). Treba me�utim biti svjestan da odabrani faktor moºe biti premali (ili preveliki)
pa postupak optimizacije izvedene na ovaj na£in moºe biti vrlo spor ili moºe £ak divergirati. ovo je
na£in kako je u praksi izvedeno nekoliko poznatih algoritama, od kojih moºemo istaknuti algoritam
Backpropagation koji se koristi za u£enje unaprijednih neuronskih mreºa.

5.2.3 Newtonova metoda

Za potrebe Newtonove metode u okolici trenutnog rje²enja ~x gradi se kvadratni model funkcije koja
se optimira � pretpostavka algoritma je da se u okolici trenutnog rje²enja funkcija pona²a kvadratno.
Neka je zadana funkcija f(~x) £iji traºimo minimum. Taylorov razvoj funkcije f u okolici rje²enja ~x
glasi:

f(~x+ ~τ) = f(~x) +∇f(~x)T · ~τ +
1

2!
~τT∇2f(~x)~τ + ζ (5.3)

pri £emu su s ζ ozna£ene pogre²ke vi²eg reda. Za potrebe izgradnje Newtonovog algoritma u okolici
to£ke ~x funkcija f(~x) modelira se kvadratnom funkcijom g(~x) koja je de�nirana na sljede¢i na£in:

g(~x+ ~τ) = f(~x) +∇f(~x)T · ~τ +
1

2!
~τT∇2f(~x)~τ . (5.4)

Pri tome je H(f) = ∇2f(~x) Hesseova matrica odnosno matrica drugih parcijalnih derivacija. Ova
matrica ra£una se na sljede¢i na£in:

∂2f
∂x21

∂2f
∂x1∂x2

· · · ∂2f
∂x1∂xn

...
...

. . .
...

∂2f
∂xn∂x1

∂2f
∂xn∂x2

· · · ∂2f
∂x2n

 (5.5)

Funkciju g(~x+ ~τ) tretirat ¢emo kao funkciju od ~τ . Naime, u i-toj iteraciji algoritma ~x predstavlja
trenutnu procjenu optimuma i za funkciju g to je konstanta. Funkcija g kvadratna je funkcija s obzirom
na ~τ . Da bismo utvrdili vrijednost ~τ za koju funkcija g postiºe optimum, trebamo izra£unati njezinu
derivaciju s obzirom na ~τ i potom to izjedna£iti s nulom. Deriviranjem funkcije 5.5 s obzirom na ~τ
dobivamo:

∇g = ∇f(~x) +H(~x) · ~τ . (5.6)

Uvjet za optimum je da je gradijent jednak 0:

∇f(~x) +H(~x) · ~τ = ~0 (5.7)

iz £ega slijedi:
H(~x) · ~τ = −∇f(~x) (5.8)

odnosno
~τ = −H(~x)−1 · ∇f(~x) (5.9)

Izraz H(~x)−1 predstavlja matri£ni inverz Hesseove matrice i upravo potreba za ra£unom inverza £ini
ovaj postupak ra£unski vrlo zahtjevnim. Dobiveni vektor ~τ dalje se koristi kao vektor u £ijem smjeru
se radi pretraga prethodno opisanim algoritmom. Treba odmah uo£iti: ako je funkcija f kvadratna
funkcija, tada joj njezin model g savr²eno odgovara i postupak minimizacije ¢e zavr²iti u jednom
koraku.

5.2.4 Druge metode

Uz prethodne dvije osnovne metode, razvijen je jo² niz drugih metoda, a u neke od zna£ajnijih jo²
spada i porodica kvazi-Newtonovih metoda, metoda Levenberg-Marquardt i druge.
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5.3 Pove¢anje u£inkovitosti generiranja po£etnih rje²enja

U prisustvu tvrdih ograni£enja £esto uop¢e nije trivijalno stvoriti £ak i neko po£etno rje²enje, a ona
su nam naj£e²¢e potrebna kako bismo mogli krenuti popravljati ih nekim drugim algoritmom. Osim
navedenog slu£aja, £esto pi²emo i populacijske algoritme na na£in da ne dozvoljavamo da se u populaciju
ubace rje²enja koja kr²e tvrda ograni£enja. Problem s kojim smo tada suo£eni jest kako uop¢e do¢i
do po£etne populacije. Stoga ¢emo u nastavku pogledati jedan od mogu¢ih na£ina kako pristupiti
rje²avanju takvih problema.

Primjer s kojim ¢emo raditi jest jednostavan problem raspore�ivanja. Pretpostavimo da imamo
pet kolegija: K0, K1, K2, K3 i K4 koje je potrebno razmjestiti u pet raspoloºivih termina T0, T1, T2,
T3 i T4. U bilo koji od termina mogu¢e je smjestiti najvi²e jedan kolegij jer ih sve drºi isti nastavnik.
Tako�er, iz odre�enih razloga koji nam sada nisu vaºni, svaki kolegij ne moºe biti smje²ten u svaki
termin. Umjesto toga, potrebno je osigurati da kolegij K0 bude smje²ten u termin T1, kolegij K1 u
termin T0, T1, T2, T3 ili T4, kolegij K2 u termin T0 ili T2, kolegij K3 u termin T0, T3 ili T4 te kolegij K4

u termin T0, T1 ili T2. Ova ograni£enja nazvat ¢emo tvrda ograni£enja � ako ih raspored ne po²tuje,
raspored je neupotrebljiv. Jednom kada imamo raspored koji je upotrebljiv, dalje ¢emo ga vrednovati
temeljem niza drugih karakteristika koje ovdje ne¢emo razmatrati.

Rje²avanju ovog problema pristupit ¢emo tako da de�niramo polje courseTerm; to ¢e polje imati
onoliko elemenata koliko ima kolegija. i-ti element polja sadrºavat ¢e oznaku termina koji je dodijeljen
i-tom kolegiju. Primjerice, polje (4, 0, 3, 1, 2) bit ozna£avalo sljede¢i raspored: K0 → T4, K1 → T0,
K2 → T3, K3 → T1, K4 → T2.

Najjednostavniji poku²aj generiranja ovakvih raspored prikazan je u kodu 5.1, gdje se za svaki
kolegij nasumice odabere neki od postoje¢ih termina. Jednom izgra�en, raspored se ²alje funkciji za
provjeru valjanosti koja analizira je li u svaki termin smje²ten najvi²e jedan kolegij te je li termin
odabran za kolegij na popisu dozvoljenih termina za taj kolegij.

Ispis 5.1: Generiranje rasporeda, poku²aj 1 - primjer u programskom jeziku Java.
1 public stat ic void main ( St r ing [ ] a rgs ) {
2 int [ ] [ ] acceptableTerms = new int [ ] [ ] {
3 {1} ,
4 {0 ,1 ,2 , 3 , 4} ,
5 {0 ,2} ,
6 {0 ,3 ,4} ,
7 {0 ,1 ,2}
8 } ;
9 int numberOfCourses = acceptableTerms . l ength ;
10 int numberOfTerms = 5 ;
11
12 Random rand = new Random ( ) ;
13 int [ ] courseTerm = new int [ numberOfCourses ] ;
14 int numberOfAttempts = 100000;
15
16 int f a i l u r e sCount = 0 ;
17 for ( int i = 0 ; i < numberOfAttempts ; i++) {
18 // Za sve k o l e g i j e p o s t a v i termine na n e v a l j a l e
19 for ( int k = 0 ; k < numberOfCourses ; k++) {
20 courseTerm [ k ] = −1;
21 }
22 for ( int k = 0 ; k < numberOfCourses ; k++) {
23 int picked = rand . next Int ( numberOfTerms ) ;
24 courseTerm [ k ] = picked ;
25 }
26 i f ( ! check ( courseTerm , acceptableTerms , numberOfTerms ) ) {
27 f a i l u r e sCount++;
28 }
29 }
30 System . out . p r i n t l n ("Uspje²nost stvaranja: "+
31 ( (double ) ( numberOfAttempts−f a i l u r e sCount )/ (double ) numberOfAttempts∗100)+
32 "%, broj uspjeha: "+(numberOfAttempts−f a i l u r e sCount ) ) ;
33 }
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Program prikazan u ispisu 5.1 ponavlja postupak stvaranja rje²enja 100 000 puta. Ovo sve po-
krenuli smo sto puta kako bismo prikupili statisti£ke podatke o uspje²nosti stvaranja rje²enja koja
zadovoljavaju postavljena tvrda ograni£enja. Uspje²nost dobivanja valjanih rje²enja bila je 0%. Iako
je ovaj problem naoko izuzetno jednostavan i lagano £ak i ru£no rje²iv s obzirom na zadanu veli£inu.
Malo detaljnija analiza pokazala je da funkcija za vrednovanje rje²enja u poprilici 20% slu£ajeva rje²e-
nja ru²i zbog toga ²to je vi²e kolegija smje²teno u isti termin a u poprilici 80% slu£ajeva rje²enja ru²i
zbog toga ²to su kolegiji smje²teni u neprihvatljive termine.

Prvi korak prema pobolj²anju u£inkovitosti generiranja rje²enja jest poku²ati rije²iti onih 20%
neuspjeha: umjesto da za svaki kolegij generiramo neki nasumi£ni termin iz popisa mogu¢ih termina,
promijenit ¢emo kod tako da za svaki kolegij odabiremo nasumi£no neki od jo² neiskori²tenih termina
£ime ¢emo osigurati da nam rje²enja ne padaju zbog vi²e kolegija smje²tenih u isti termin. Jedan
od na£ina kako to moºemo napraviti jest u petlji za svaki kolegij nasumice odabirati neki od mogu¢ih
termina te potom provjeravati jesmo li taj termin ve¢ odabrali za neki od prethodnih kolegija i postupak
ponavljati sve dok je to slu£aj. Me�utim, moºemo i bolje, ²to je ilustrirano u ispisu 5.2.

Ispis 5.2: Generiranje rasporeda, poku²aj 2 - primjer u programskom jeziku Java.
1 public stat ic void main ( St r ing [ ] a rgs ) {
2 int [ ] [ ] acceptableTerms = new int [ ] [ ] {
3 {1} ,
4 {0 ,1 ,2 , 3 , 4} ,
5 {0 ,2} ,
6 {0 ,3 ,4} ,
7 {0 ,1 ,2}
8 } ;
9 int numberOfCourses = acceptableTerms . l ength ;
10 int numberOfTerms = 5 ;
11
12 Random rand = new Random ( ) ;
13 int [ ] courseTerm = new int [ numberOfCourses ] ;
14 int [ ] terms = new int [ numberOfTerms ] ;
15 int numberOfAttempts = 100000;
16
17 int f a i l u r e sCount = 0 ;
18 for ( int i = 0 ; i < numberOfAttempts ; i++) {
19 // Za sve k o l e g i j e p o s t a v i termine na n e v a l j a l e
20 for ( int k = 0 ; k < numberOfCourses ; k++) {
21 courseTerm [ k ] = −1;
22 }
23 // Pripremi p o l j e s popisom sv i h termina
24 for ( int t = 0 ; t < numberOfTerms ; t++) {
25 terms [ t ] = t ;
26 }
27 for ( int k = 0 ; k < numberOfCourses ; k++) {
28 // Kol iko j e termina p r e o s t a l o za b i r an j e ?
29 int l e f t = numberOfTerms − k ;
30 // Sto j e odabrano?
31 int picked ;
32 i f ( l e f t ==1) {
33 picked = terms [ 0 ] ;
34 } else {
35 int pos = rand . next Int ( l e f t ) ;
36 int tmp = terms [ pos ] ;
37 terms [ pos ] = terms [ l e f t −1] ;
38 terms [ l e f t −1] = tmp ;
39 picked = tmp ;
40 }
41 courseTerm [ k ] = picked ;
42 }
43 i f ( ! check ( courseTerm , acceptableTerms ) ) {
44 f a i l u r e sCount++;
45 }
46 }
47 System . out . p r i n t l n ("Uspje²nost stvaranja: "+
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48 ( (double ) ( numberOfAttempts−f a i l u r e sCount )/ (double ) numberOfAttempts∗100)+
49 "%, broj uspjeha: "+(numberOfAttempts−f a i l u r e sCount ) ) ;
50 }

Ideja je jednostavna: koristit ¢emo pomo¢no polje terms koje ¢emo inicijalizirati s popisom svih
mogu¢ih termina. Pri tome ¢emo osigurati da uvijek znamo koliko je termina ostalo a da nisu odabrani.
Tako�er, osigurat ¢emo da su takvi termini uvijek smje²teni na po£etku polja. Jednom kada smo tako
organizirali kod, postupak biranja je vrlo jednostavan: posredstvom slu£ajnog mehanizma biramo
jednu od prvih left pozicija na kojima se nalaze indeksi neodabranih termina. Pamtimo odabrani
termin i njega prebacujemo pred kraj polja a termin koji bi time ispao s popisa vra¢amo na njegovo
mjesto. Konkretno, neka je terms={0,1,2,3,4}, i neka su svi termini neodabrani (pa je left =5). Biramo
slu£ajno poziciju iz intervala [0,4] � pretpostavimo da smo odabrali poziciju pos=1. Prvi termin koji
smo odabrali je terms[pos]=terms[1] ²to je 1. Sada indeks tog termina stavljamo na poziciju zadnjeg
neodabranog termina a ono ²to je pisalo na toj poziciji upisujemo na odabranu poziciju; slijedi da je
sadrºaj tako modi�ciranog polja terms={0,4,2,3,1}. Ako trebamo dalje birati, u sljede¢i krug ulazimo
s left =4, te sljede¢u poziciju biramo slu£ajno iz intervala [0,3] � pretpostavimo da smo opet odabrali
poziciju pos=1. Termin koji je time izabran je terms[pos]=terms[1] ²to je 4. Opet mijenjamo sadrºa polja
na izabranoj poziciji (1) i zadnjoj neodabranoj (4), £ime dobivamo novi sadrºaj polja terms={0,3,2,4,1}.
Postupak moºemo ponavljati jo² tri puta, s obzirom da polje sadrºi 5 elementa.

Opisana modi�kacija rezultira pove¢anjem uspje²nosti stvaranja valjanih rje²enja s 0% na 3.32687%.
Jest da je ovaj postotak vrlo mali, ali postupak barem ponekad stvara legalna rje²enja i moºe se koristiti
za stvaranje inicijalne populacije. U opisanom slu£aju metoda za provjeru legalnosti rje²enja ista ru²i
samo ako su pojedinim kolegijima dodijeljeni nedozvoljeni termini. Stoga je na² sljede¢i korak poku²ati
to uzeti u obzir.

Nova modi�kacija postupka stvaranja rasporeda prikazana je u ispisu 5.3.

Ispis 5.3: Generiranje rasporeda, poku²aj 3 - primjer u programskom jeziku Java.
1 public stat ic void main ( St r ing [ ] a rgs ) {
2 int [ ] [ ] acceptableTerms = new int [ ] [ ] {
3 {1} ,
4 {0 ,1 ,2 , 3 , 4} ,
5 {0 ,2} ,
6 {0 ,3 ,4} ,
7 {0 ,1 ,2}
8 } ;
9 int numberOfCourses = acceptableTerms . l ength ;
10 int numberOfTerms = 5 ;
11
12 Random rand = new Random ( ) ;
13 int [ ] courseTerm = new int [ numberOfCourses ] ;
14 int [ ] terms = new int [ numberOfTerms ] ;
15 int numberOfAttempts = 100000;
16
17 // Pomocno p o l j e za kon t ro l u odabranih termina
18 boolean [ ] termUsed = new boolean [ numberOfTerms ] ;
19
20 int f a i l u r e sCount = 0 ;
21 for ( int i = 0 ; i < numberOfAttempts ; i++) {
22 // Za sve k o l e g i j e p o s t a v i termine na n e v a l j a l e
23 for ( int k = 0 ; k < numberOfCourses ; k++) {
24 courseTerm [ k ] = −1;
25 }
26 // Oc i s t i z a s t a v i c e odabranih termina
27 for ( int k = 0 ; k < termUsed . l ength ; k++) {
28 termUsed [ k ] = fa l se ;
29 }
30 boolean fa i l edAttempt = fa l se ;
31 for ( int k = 0 ; k < numberOfCourses ; k++) {
32 int courseIndex = k ;
33 int numberOfValidTerms = 0 ;
34 // Pripremi p o l j e s popisom va l j a n i h p r e o s t a l i h termina
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35 for ( int t = 0 ; t < acceptableTerms [ courseIndex ] . l ength ; t++) {
36 i f ( termUsed [ acceptableTerms [ courseIndex ] [ t ] ] ) continue ;
37 terms [ numberOfValidTerms ] = acceptableTerms [ courseIndex ] [ t ] ;
38 numberOfValidTerms++;
39 }
40 // Sada odaber i jedan od t i h termina
41 i f ( numberOfValidTerms==0) {
42 fa i l edAttempt=true ;
43 break ;
44 }
45 int picked = terms [ rand . next Int ( numberOfValidTerms ) ] ;
46 courseTerm [ courseIndex ] = picked ;
47 termUsed [ p icked ] = true ;
48 }
49 i f ( fa i l edAttempt | | ! check ( courseTerm , acceptableTerms ) ) {
50 f a i l u r e sCount++;
51 }
52 }
53 System . out . p r i n t l n ("Uspje²nost stvaranja: "+
54 ( (double ) ( numberOfAttempts−f a i l u r e sCount )/ (double ) numberOfAttempts∗100)+
55 "%, broj uspjeha: "+(numberOfAttempts−f a i l u r e sCount ) ) ;
56 }

Kod prikazan u ispisu 5.3 prilikom stvaranja rasporeda vodi evidenciju o terminima koji su ve¢
iskori²teni (kao polje zastavica termUsed £ime je evidentiranje/provjera izvediva u sliºenosti o(1)). Za
svaki kolegij konzultira se popis dozvoljenih termina te se stvara popis koji sadrºi sve dozvoljene termine
koji ve¢ nisu iskori²teni. Potom se termin bira s tog popisa. Ovakvom izmjenom uspje²nost generiranja
valjanih rje²enja raste £ak za red veli£ine i penje se na 37.50281% ²to je ve¢ sasvim pristojna brojka.

Me�utim, temeljem informacija koje imamo, moºemo poku²ati jo² malo popraviti ovaj postotak.
Ono ²to je sada vaºno uo£iti jest da se svi kolegiji me�usobno natje¢u za termine, i da postoje kolegiji
koje je lak²e zadovoljiti i oni koje je teºe zadovoljiti. Stoga je ideja sljede¢a: poku²at ¢emo utvrditi
koliko je koji kolegij "zahtjevan" te potom kolegije posloºiti prema zahtjevnosti � kolegij koji postav-
lja najvi²e ograni£enja do¢i ¢e na prvo mjesto a kolegij koji postavlja najmanje ograni£enja do¢i ¢e
na posljednje mjesto. Potom ¢emo tu listu iskoristiti kako bismo pustili kolegije da termine biraju
redosljedom kojim se nalaze na listi.

Jedan od na£ina kako generirati ovu listu jest napraviti paºljivu analizu zahtjeva svih kolegija, ²to
u ovom slu£aju i nije pretjerano komplicirano. Me�utim, u praksi, zadatci koje ¢emo rje²avati imat ¢e
£itav niz ograni£enja i me�uovisnosti te direktna analiza ne¢e biti jednostavno (ili uop¢e) provediva.
Stoga ¢emo opisati postupak koji ¢e inkrementalno korigirati po£etnu pretpostavku o izgledu liste.
Pogledajte malo paºljivije ispis 5.3 i to redak 41. Ako je uvjet zadovoljen, nastupila je situacija u
kojoj za trenutni kolegij vi²e nije ostao niti jedan valjani termin � moºemo zaklju£iti da je izgradnja
rasporeda "pala" upravo na trenutnom kolegiju.

Modi�kacija prikazana u ispisu 5.4 uvodi dva nova polja. Polje failures predstavlja broja£e neus-
pjeha za svaki kolegij. Element na poziciji i je broj koji govori koliko je puta izgradnja rasporeda pukla
upravo na kolegiju i. Drugo polje koje je uvedeno je courseOrder � to je polje koje £uva indekse kolegija
i sortirano je prema broju pucanja kolegija. Primjerice, neka je sadrºaj polja failures ={17,3,21,5,8} (iz-
gradnja je puknula na kolegiju K0 17 puta, na K1 3 puta, itd). Tada ¢e vrijediti courseOrder={2,0,4,3,1}.

Inicijalno, krenut ¢emo s pretpostavkom da je broj pucanja za sve kolegije jednak 0, te da iz-
gradnja kre¢e od nultog pa do zadnjeg kolegija. U na²em primjeru vrijedit ¢e: failures ={0,0,0,0,0} te
courseOrder={0,1,2,3,4}. Uo£imo: lista kolegija inicijalno jest sortirana prema broju pucanja, s obzirom
da je taj broj jedna 0 za sve kolegije. Kada prilikom izgradnje rasporeda do�e do pucanja na i-tom
kolegiju, odustajemo od tog poku²aja i za i-ti kolegij pove¢avamo broja£ pucanja za jedan. Time je
mogu¢e da poredak kolegija po zahtjevnosti vi²e nije o£uvan pa je potrebno provesti sortiranje kole-
gija. Me�utim, to je u ovom slu£aju mogu¢e provesti u linearnoj sloºenosti � ako postoji pogre²ka
u redosljedu, ona je prisutna samo za i-ti kolegij na kojem je postupak izgradnje puknuo. Stoga i-ti
kolegij treba pomicati prema vrhu liste tako dugo dok je broja£ neuspjeha tog kolegija ve¢i od broja£a
neuspjeha kolegija koji se nalazi neposredno ispred njega.

Ispis 5.4: Generiranje rasporeda, poku²aj 4 - primjer u programskom jeziku Java.
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1 public stat ic void main ( St r ing [ ] a rgs ) {
2 int [ ] [ ] acceptableTerms = new int [ ] [ ] {
3 {1} ,
4 {0 ,1 ,2 , 3 , 4} ,
5 {0 ,2} ,
6 {0 ,3 ,4} ,
7 {0 ,1 ,2}
8 } ;
9 int numberOfCourses = acceptableTerms . l ength ;
10 int numberOfTerms = 5 ;
11
12 long [ ] f a i l u r e s = new long [ numberOfCourses ] ;
13 for ( int i = 0 ; i < numberOfCourses ; i++) {
14 f a i l u r e s [ i ] = 0 ;
15 }
16
17 int [ ] courseOrder = new int [ numberOfCourses ] ;
18 for ( int i = 0 ; i < numberOfCourses ; i++) {
19 courseOrder [ i ] = i ;
20 }
21
22 Random rand = new Random ( ) ;
23 int [ ] courseTerm = new int [ numberOfCourses ] ;
24 int [ ] terms = new int [ numberOfTerms ] ;
25 int numberOfAttempts = 100000;
26
27 // Pomocno p o l j e za kon t ro l u odabranih termina
28 boolean [ ] termUsed = new boolean [ numberOfTerms ] ;
29
30 int f a i l u r e sCount = 0 ;
31 for ( int i = 0 ; i < numberOfAttempts ; i++) {
32 // Za sve k o l e g i j e p o s t a v i termine na n e v a l j a l e
33 for ( int k = 0 ; k < numberOfCourses ; k++) {
34 courseTerm [ k ] = −1;
35 }
36 // Oc i s t i z a s t a v i c e odabranih termina
37 for ( int k = 0 ; k < termUsed . l ength ; k++) {
38 termUsed [ k ] = fa l se ;
39 }
40 int f a i l e dCour s e = −1;
41 for ( int k = 0 ; k < numberOfCourses ; k++) {
42 int courseIndex = courseOrder [ k ] ;
43 int numberOfValidTerms = 0 ;
44 // Pripremi p o l j e s popisom va l j a n i h p r e o s t a l i h termina
45 for ( int t = 0 ; t < acceptableTerms [ courseIndex ] . l ength ; t++) {
46 i f ( termUsed [ acceptableTerms [ courseIndex ] [ t ] ] ) continue ;
47 terms [ numberOfValidTerms ] = acceptableTerms [ courseIndex ] [ t ] ;
48 numberOfValidTerms++;
49 }
50 // Sada odaber i jedan od t i h termina
51 i f ( numberOfValidTerms==0) {
52 f a i l edCour s e=courseIndex ;
53 break ;
54 }
55 int picked = terms [ rand . next Int ( numberOfValidTerms ) ] ;
56 courseTerm [ courseIndex ] = picked ;
57 termUsed [ picked ] = true ;
58 }
59 i f ( f a i l e dCour s e==−1) {
60 f a i l edCour s e = check ( courseTerm , acceptableTerms ) ;
61 }
62 i f ( f a i l e dCour s e !=−1) {
63 f a i l u r e sCount++;
64 f a i l u r e s [ f a i l e dCour s e ]++;
65 // Pronadi p o z i c i j u na k o j o j se na l a z i k o l e g i j na kojem j e puk lo
66 int pos = 0 ;
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67 while ( courseOrder [ pos ] != f a i l edCour s e ) {
68 pos++;
69 }
70 while ( pos>0 && f a i l u r e s [ courseOrder [ pos ]] > f a i l u r e s [ courseOrder [ pos −1 ] ] ) {
71 int tmp = courseOrder [ pos ] ;
72 courseOrder [ pos ] = courseOrder [ pos −1] ;
73 courseOrder [ pos−1] = tmp ;
74 pos−−;
75 }
76 }
77 }
78 System . out . p r i n t l n ("Uspje²nost stvaranja: "+
79 ( (double ) ( numberOfAttempts−f a i l u r e sCount )/ (double ) numberOfAttempts∗100)+
80 "%, broj uspjeha: "+(numberOfAttempts−f a i l u r e sCount ) ) ;
81 System . out . p r i n t l n ("Poredak kolegija na kraju: "+Arrays . t oS t r i ng ( courseOrder)+
82 ", failures="+Arrays . t oS t r i ng ( f a i l u r e s ) ) ;
83 }

Ovom modi�kacijom kona£na uspje²nost generiranja rasporeda penje se £ak na 99.996% na uzorku
od 100000 poku²aja; dapa£e, ve¢ina neuspjeha se javlja na samom po£etku ²to zna£i da ²to vi²e
poku²aja radimo, u prosjeku ¢emo biti uspje²niji. Zanimljivo je pogledati kona£nu listu courseOrder koja
je izgra�ena na kraju: {0, 4, 2, 1, 3} a pripadni broja£ neuspjeha je failures ={2, 0, 1, 0, 1}. Vidimo da
je kolegij K0 najzahtjevniji, ²to i jest u skladu s £injenicom da mu od svih termina odgovara samo
jedan; slijedi ga kolegij K4 pa kolegij K2 koji oba efektivno imaju po dva mogu¢a termina (iako K4

navodi tri termina, jedan od njih mu uvijek uzme kolegij K0 koji prvi bira), itd.
Spomenimo jo² i da se, osim ovakvog deterministi£kog poretka biranja, broja£i pucanja mogu

koristiti i kako bi se kolegijima na vjerojatnosni na£in pridijelio poredak, pri £emu ve¢u ²ansu da prije
biraju imaju oni kolegiji koji su imali vi²e neuspjeha.
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Poglavlje 6

Algoritam simuliranog kaljenja

6.1 Uvod

Inspiracija za razvoj algoritma simuliranog kaljenja je postupak kaljenja metala koji se koristi u metalur-
giji i kojim se postiºu bolja mehani£ka svojstva metala (poput promjene tvrdo¢e metala te elasti£nosti).
Prilikom postupka kaljenja, metal se zagrijava preko kriti£ne temperature koja se neko vrijeme odrºava
i potom se postupno hladi (sporo hla�enje posebno je vaºno kod materijala poput ºeljeza). Prilikom
ovog postupka materijal se najprije dovodi do to£ke vrlo visoke energije pri kojoj se pove¢ava gibljivost
atoma koji se mogu kretati kroz materijal, nakon £ega se energija postupno spu²ta. Zahvaljuju¢i ovom
postupku hla�enja i pove¢anoj gibljivosti atoma, u metalu ¢e se postupno stvoriti pravilne kristalne
strukture koje nemaju deformacija i koje metal dovode do stanja minimalne energije. Ako bi se metal
hladio prebrzo, nastale bi nepravilne kristalne strukture, pojavile bi se deformacije i naprezanje; sustav
bi ostao u vi²em energetskom stanju � u tom stanju metal bi iskazivao svojstva ve¢e tvrdo¢e i manje
elasti£nosti ²to bi lak²e dovelo do kidanja odnosno o²te¢ivanja materijala. Dobro proveden postupak
kaljenja pove¢ava elasti£nost metala, smanjuje mu tvrdo¢u i unutarnja naprezanja i stvara pravilnu
kristalnu strukturu.

Prilikom hla�enja, metal neprestano prelazi iz jednog energetskog stanja u drugo. Pri tome su
ti prijelazi vo�eni zakonima termodinamike koji kaºu da je pri temperaturi t vjerojatnost prelaska iz
energetskog stanja E1 u vi²e energetsko stanje E2 (£ime dolazi do pove¢anja energije ∆E = E2−E1 > 0)
odre�ena vjerojatno²¢u:

P (∆E) = exp(
−∆E

k · t
) (6.1)

gdje je k Boltzmannova konstanta (1.3806503 · 10−23 m2kg
s2K

); vjerojatnost prelaska u niºe energetsko
stanje (tj. prijelaz za koji je ∆E < 0) je uvijek 1. Prilikom hla�enja metala, metal prolazi kroz niz
stanja (i razli£itih kon�guracija atoma) koja u kona£nici prevode metal iz stanja visoke energije u
stanje vrlo niske energije. Na tom putu, me�utim, £esto se doga�a da se energija monotono ne pada �
javljaju se kon�guracije koje se jednostavno ne mogu presloºiti u kon�guracije jo² niºe energije ve¢ je
potrebno najprije prije¢i u me�ustanje vi²e energije kako bi se nakon toga moglo prije¢i u stanje jo² niºe
energije. Kod postupnog hla�enja metala to nije problem jer su takvi prijelazi mogu¢i (²to je jasno iz
izraza (6.1)). Ono ²to je vaºno jest temperaturu smanjivati dovoljno polagano kako bi materijal imao
dovoljno vremena pro¢i kroz takva stanja i ne ostati zaglavljen.

Iz izraza (6.1) vidljivo je da temperatura direktno utje£e na vjerojatnost prelaska u vi²e energetsko
stanje. Da bismo razumjeli kako, promotrimo dva ekstrema: t → ∞ i t → 0. Za ograni£eni iznos

67
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∆E > 0 vrijedi:

lim
t→∞

1

exp(∆E
k·t )

=
1

exp(∆E
∞ )

=
1

exp(0)

=
1

1
= 1

dok je u drugom slu£aju:

lim
t→0

1

exp(∆E
k·t )

=
1

exp(∆E
0 )

=
1

exp(∞)

=
1

∞
= 0.

Dakle, uz beskona£no visoku temperaturu sustav ¢e s vjerojatno²¢u 1 prelaziti iz bilo kojeg stanja
u bilo koje drugo vi²e energetsko stanje (neovisno o inkrementu energije, uz pretpostavku da je on
kona£an). Pri temperaturi 0 situacija je skroz obrnuta: sustav ¢e s vjerojatno²¢u 0 prelaziti u vi²a
energetska stanja. Na temperaturi 0 sustav je zamrznut � jedini mogu¢i prijelazi su prijelazi u niºa
energetska stanja; vjerojatnost prelaska u vi²e energetsko stanja ma koliko malog inkrementa energije
je 0.

U praksi, kaljenje metala nikada ne postiºe temperaturu∞ � no to nije niti potrebno; za svaki metal
postoji kriti£na temperatura koja je dovoljno velika da dopusti i one najve¢e promjene energetskog
stanja koje se u metalu mogu dogoditi. Od te to£ke temperatura se postupno spu²ta £ime vjerojatnost
ve¢ih promjena po£inje padati � sustav se polako stabilizira, spu²ta energiju i radi sve manje i manje
promjene energetskih stanja. Pri niskim temperaturama vjerojatnost svih promjena osim onih s vrlo
malim inkrementom energije je prakti£ki zanemariva. Kona£no, spu²tanjem temperature na nulu
vjerojatnost bilo kakvog inkrementa pada na nulu. I opet, u praksi se temperatura ne spu²ta na nulu
jer za time nema potrebe � beskona£no male promjene u energetskim razinama ionako nisu mogu¢e i
u jednom trenutku ¢e sve promjene stati, £ak i uz t > 0.

6.2 Primjena na optimizacijske probleme

Opisani postupak kaljenja metala mogu¢e je direktno primijeniti i na optimizacijske probleme � kako na
diskretne (tj. kombinatori£ke), tako i na kontinuirane. Uo£imo da vrijede odnosi prikazani u sljede¢oj
tablici [Dowsland, 1995].

Kaljenje metala Kombinatori£ka optimizacija
Mogu¢a stanja sustava Prihvatljiva rje²enja

Energija sustava Funkcija kazne
Promjena stanja sustava Prelazak u susjedno rje²enje

Temperatura Parametar koji simulira temperaturu
Zamrznuto stanje Optimum (lokalni ili globalni)

Primjetite da se u tablici kao ekvivalent energiji sustava nalazi funkcija kazne, a ne funkcija dobrote.
Naime, kako je u prirodi proces kaljenja proces koji prevodi sustav iz vi²ih stanja vi²ih energija u stanja
niºih energija, njegov pandan u optimizacijskim procesima ne moºe biti funkcija dobrote (jer ºelimo
posti¢i ²to ve¢u dobrotu). Stoga se kao alternativa koristi funkcija kazne � funkcija suprotna funkciji
dobrota koja govori koliko je neko rje²enje lo²e � ²to je iznos funkcije kazne ve¢i, rje²enje je lo²ije.
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Primjetite da je to nuºno jer je proces kaljenja, kako se doga�a u prirodi, minimizacijski proces. Ovo
se dade vrlo jednostavno zaobi¢i na na£in da se dogovorimo da oznaka ∆E ozna£ava mjeru pogor²anja
rje²enja, odnosno da pozitivni iznos ∆E govori koliko je novo stanje/rje²enje lo²ije od postoje¢eg. U
tom slu£aju, ako se radi minimizacija, ∆E ¢emo ra£unati kao ∆E = E2 − E1; ako je to pozitivno,
zna£i da je E2 > E1 ²to je doista pogor²anje. Ako se radi maksimizacija (²to bi bio slu£aj ako bismo ili
rje²avali problem maksimizacije ili rje²avali problem za koji imamo de�niranu funkciju dobrote £ime je
problem automatski problem maksimizacije), dovoljno je ∆E ra£unati kao ∆E = −(E2−E1) = E1−E2;
ako je tako de�niran ∆E pozitivan, to zna£i da je nastupio pad u funkciji dobrote ²to je opet mjera
pogor²anja rje²enja.

Koriste¢i preslikavanja dana u prethodnoj tablici svaki se problem kombinatori£ke optimizacije
moºe preslikati u problem prikladan za rje²avanje algoritmom simuliranog kaljenja [Kirkpatrick et al.,
1983, Cerny, 1985].

Uvedimo sada nekoliko oznaka. Pretpostavimo da rje²avamo problem kombinatori£ke optimizacije, i
to minimizacijski problem. Neka je s Ω ozna£en prostor rje²enja. Neka je s f : Ω→ R ozna£ena funkcija
cilja de�nirana nad prostorom rje²enja. Zadatak je prona¢i globalni minimum, odnosno rje²enje ω∗ ∈ Ω
takvo da ∀ω ∈ Ω, f(ω) ≥ f(ω∗). De�nirajmo jo² da je N(ω) funkcija susjedstva rje²enja ω ∈ Ω.
Funkcija susjedstva svakom rje²enju ω ∈ Ω pridruºuje skup rje²enja iz Ω koja su direktno dohvatljiva
iz rje²enja ω, tj. skup rje²enja u koja se moºe direktno prije¢i iz rje²enja ω. Da bi algoritam simuliranog
kaljenja imao garanciju pronalaska globalnog optimuma, nuºno mora vrijediti sljede¢e: ako rje²enje
ω
′
pripada susjedstvu rje²enja ω, tj. ako je ω

′ ∈ N(ω) ²to zna£i da se iz ω u jednom koraku moºe
prije¢i u rje²enje ω

′
, tada rje²enja ω tako�er mora biti dohvatljivo iz rje²enja ω

′
. Striktniji zahtjev

bi glasio ovako: ako se iz ω u jednom koraku moºe prije¢i u ω
′
, tada se iz ω

′
u jednom koraku mora

mo¢i prije¢i natrag u ω. To me�utim nije nuºno � dovoljno je da se iz ω
′
kroz jedan ili vi²e koraka

moºe prije¢i natrag u ω. O tome svakako treba voditi ra£una prilikom de�niranja funkcije susjedstva
odnosno prilikom izrade operatora koji ¢e za zadano rje²enje ω generirati nekog (slu£ajnog) susjeda ω

′
.

Algoritam simuliranog kaljenja zapo£inje sa slu£ajno generiranim rje²enjem ω ∈ Ω. Potom se iz
skupa N(ω) odabire jedno rje²enje ω

′
koje postaje novi kandidat za trenutno rje²enje. Taj se kandidat

prihva¢a u skladu s pravilom de�niranom u [Metropolis et al., 1953]:

P (prihvati ω
′
kao novo rje²enje) =

{
exp(−f(ω

′
)−f(ω)
tk

), ako je f(ω
′
)− f(ω) > 0 te

1, ako je f(ω
′
)− f(ω) ≤ 0,

(6.2)

gdje je s tk ozna£ena temperatura u koraku k. Kako bi algoritam imao garanciju konvergencije ka
globalnom optimumu, pretpostavlja se da ¢e vrijediti:

tk > 0 ∀k ∧ lim
k→∞

tk = 0.

Izvedba algoritma simuliranog kaljenja prikazana je pseudokodom 6.1.
Uo£imo postojanje dviju petlji: vanjska petlja brine se za promjenu temperature u skladu s oda-

branim planom hla�enja. Plan hla�enja de�nira na koji se na£in temperatura mijenja kroz vrijeme; u
literaturi je mogu¢e prona¢i £itav niz razli£itih planova kao i analize njihova utjecaja na rad algoritma.
Unutarnja petlja pri �ksnoj temperaturi provodi odre�en broj koraka algoritma. Koliko ¢e se koraka
provesti pri pojedinim temperaturama de�nirano je planomMk. Da bi opisani algoritam bio primjenjiv
na problem maksimizacije, dovoljno je promijeniti predznak desne strane izraza kojim se ra£una ∆ω,ω′ .

Spomenimo da je konvergencija algoritma simuliranog kaljenja i matemati£ki dokazana � uz ograde
koje naºalost u praksi nisu prihvatljive, ali ipak omogu¢avaju prou£avanje pona²anja ovog algoritma;
pretpostavke uz koje je konvergencija dokazana (uz prethodno spomenuti nuºni uvjet o reverzibilnosti
prijelaza) jest da se unutarnja petlja i vanjska petlja ponavljaju beskona£no mnogo puta.

6.3 Vjerojatnost prihva¢anja rje²enja

Izra£un eksponencijalne funkcije ra£unski je vrlo skup. Stoga je dosta istraºivanja provedeno kako
bi se utvrdilo je li nuºno da se kao vjerojatnost prihva¢anja rje²enja koristi izraz (6.2). Tako u radu
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Pseudokod 6.1 Algoritam simuliranog kaljenja.
Generiraj po£etno rje²enje ω ∈ Ω
Postavi broja£ za promjenu temperature na k = 0
Odaberi plan hla�enja tk
Odaberi po£etnu temperaturu t0 ≥ 0
Odredi plan za Mk � broj ponavljanja petlje pri temperaturi tk
Ponavljaj dok nije zadovoljen uvjet zaustavljanja

Ponavljaj za m je 1 do Mk

Generiraj susjedno rje²enje ω
′ ∈ N(ω)

Izra£unaj ∆ω,ω′ = f(ω
′
)− f(ω)

Ako je ∆ω,ω′ ≤ 0, prihvati ω
′
, tj. postavi ω ← ω

′

Ina£e ako je ∆ω,ω′ > 0, postavi ω ← ω
′
s vjerojatno²¢u exp(

−∆
ω,ω
′

tk
)

Kraj ponavljanja
Kraj ponavljanja
Vrati ω kao rje²enje

[Ogbu and Smith, 1990] autori predlaºu uporabu izraza kod kojeg se vjerojatnost prihva¢anja smanjuje
geometrijski i koja ne ovisi o iznosu pogor²anja rje²enja ve¢ samo o koraku k u kojem se ra£una:

P (prihvati ω
′
kao novo rje²enje) =

{
a1x

k−1 ako je f(ω
′
) > f(ω),

1 ina£e.

Pri tome je a1 po£etna vjerojatnost prihva¢anja lo²ijih rje²enja, dok je x ∈ (0, 1) faktor koji de�nira
brzinu smanjivanja vjerojatnosti.

6.4 Planovi hla�enja

Kod algoritma simuliranog kaljenja temperatura se mijenja od po£etne visoke pa sve do, u limesu,
vrijednosti 0. Kod implementacije algoritma na ra£unalu, s obzirom da se vanjska i unutarnja petlja
ne ponavljaju beskona£no mnogo puta, lo² plan hla�enja moºe rezultirati lo²im prona�enim rje²enjem.
Pri tome uvijek postoji kompromis izme�u brzine smanjivanja temperature i kvalitete dobivenih rje-
²enja. �to se temperatura drasti£nije smanjuje, algoritam ¢e prije sti¢i do niskih temperatura a time
i stagnacije; pozitivni aspekt jest kratko vrijeme izvo�enja a negativan potencijalno lo²a prona�ena
rje²enja. �to je hla�enje sporije, algoritam ¢e se duºe izvoditi; me�utim, prona�ena rje²enja ¢e tako�er
biti bolja.

U praksi se koristi nekoliko razli£itih planova hla�enja koje ¢emo navesti u nastavku.

6.4.1 Linearni plan hla�enja

Kod linearnog plana hla�enja temperatura se u svakom koraku umanjuje za �ksan iznos: T ← T − β.
Stoga je u koraku k temperatura de�nirana izrazom:

Tk = T0 − k · β

gdje je T0 po£etna temperatura; pretpostavlja se da u ovoj izvedbi k kre¢e od vrijednosti 0. Umanjivanje
nema smisla nakon ²to temperatura dosegne vrijednost 0. Stoga, ako je unaprijed poznato da ¢e se
obaviti K iteracija vanjske petlje te da temperatura treba krenuti od vrijednosti T0 i zavr²iti na
vrijednosti TK < T0, kao β se moºe uzeti vrijednost:

β =
T0 − TK
K − 1

.
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6.4.2 Geometrijski plan hla�enja

Kod geometrijskog plana hla�enja temperatura se u svakom koraku umanjuje za �ksan faktor: T ←
T · α. Stoga je u koraku k temperatura de�nirana izrazom:

Tk = αk · T0

gdje je T0 po£etna temperatura; pretpostavlja se da u ovoj izvedbi k kre¢e od vrijednosti 0. α je faktor
umanjenja trenutne temperature i vrijednosti mu se kre¢u u intervalu (0, 1). U praksi se obi£no koriste
vrijednosti iz intervala [0.5, 0.99]. Ako je unaprijed poznato da ¢e se obaviti K iteracija vanjske petlje
te da temperatura treba krenuti od vrijednosti T0 i zavr²iti na vrijednosti TK < T0, kao α se moºe
uzeti vrijednost:

α = K−1

√
TK
T0

=

(
TK
T0

) 1
K−1

.

6.4.3 Logaritamski plan hla�enja

Kod logaritamskog plana hla�enja temperatura se u koraku k ra£una prema izrazu:

Tk =
T0

log k
.

U praksi se ovaj plan rijetko koristi jer je smanjivanje temperature vrlo sporo; me�utim, iskori²ten je
u [Mitra et al., 1986] za dokazivanje konvergencije algoritma simuliranog kaljenja.

6.4.4 Plan vrlo sporog hla�enja

Kod plana vrlo sporog hla�enja osnovna ideja je osigurati da se temperatura mijenja izuzetno polako
£ime se otvara mogu¢nost izbacivanja unutarnje petlje, te se umjesto nje za svaku temperaturu napravi
samo jedan korak algoritma. Kod ovog plana hla�enja u koraku k+1 temperatura je de�nirana izrazom:

Tk+1 =
Tk

1 + βTk

gdje je Tk temperatura u koraku k a β kontrolni parametar.
Uz navedene planove u literaturi se mogu na¢i i druge izvedbe koje uklju£uju i nemonotone planove

(koji temperaturu i spu²taju i diºu ali prema unaprijed zadanom planu) te adaptivne planove (koji
ovisno o trenutnom stanju pretraºivanja donose odluku ²to ¢e se dalje doga�ati s temperaturom).

6.5 Druge speci�£nosti

Prvo ¢ega se trebamo prisjetiti jest posljedica No-free-lunch teorema: ovaj algoritam, kao i svi ostali,
u prosjeku je jednako dobar kao i svi ostali. Kako bi algoritam simuliranog kaljenja dobro rje²avao
neki konkretan problem, potrebno je dobro podesiti parametre algoritma £ime algoritam pode²avamo
problemu.

Do sada smo se osvrnuli na izraz za izra£un vjerojatnosti prihva¢anja novog rje²enja te na planove
hla�enja. Spomenimo sada da i odabir po£etne temperature T0 tako�er moºe imati veliki utjecaj na
kvalitetu prona�enih rje²enja. Naime, ako se kao po£etna temperatura odabere previsoka temperatura,
algoritam ¢e puno vremena provoditi u nasumi£nom skakanju kroz prostor rje²enja jer ¢e se sva rje²enja,
prakti£ki neovisno o njihovoj kvaliteti, prihva¢ati. Kako je vrijeme izvo�enja algoritma ograni£eno, to
¢e pak zna£iti da ¢e manje vremena ostati za smisleno pretraºivanje koje bi moglo generirati kvalitetna
rje²enja.

S druge pak strane, ako se kao po£etna temperatura odabere premala temperatura, postoji mogu¢-
nost da ¢e rje²enje koje algoritam vrati biti jako ovisno o po£etno generiranom rje²enju jer algoritam
ne¢e imati dovoljno "energije" kako bi isko£io iz tog podprostora i napravio ²iru pretragu � javlja se
problem zapinjanja u lokalnim optimumima.
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Stoga se u literaturi mogu prona¢i razli£iti naputci kako odrediti po£etnu temperaturu. Primjerice,
ako se rje²ava problem trgova£kog putnika, po£etna se temperatura moºe podesiti tako da se prihva¢aju
£ak i rje²enja kod kojih se me�usobno povezuju dva najudaljenija grada. Ako pak nemamo kvalitetnih
informacija o problemu koji se rje²ava, autori u [Rayward-Smith et al., 1996] predlaºu pristup u kojem se
kre¢e s vrlo visokom temperaturom koja se potom rapidno spu²ta tako dugo dok se i dalje prihva¢a vi²e
od 60% lo²ijih promjena stanja. Kada postotak prihva¢anja lo²ijih stanja padne na 60%, temperatura
pri kojoj se se to dogodi uzima se kao po£etna temperatura i s njom se dalje ide u klasi£ni algoritam
simuliranog kaljenja.

U [Dowsland, 1995] predlaºe se pristup koji vjernije opona²a kaljenje metala: algoritam se provodi
u dva koraka. U prvom koraku se kre¢e od niske temperature koja je postupno pove¢ava � emulira se
zagrijavanje metala. Prilikom zagrijavanja prati se u kojem se postotku prihva¢aju lo²a rje²enja. ²to se
temperatura vi²e podigne to ¢e taj postotak postajati ve¢i. Jednom kada se do�e do zadovoljavaju¢eg
postotka, temperatura na kojoj se to dogodi postaje po£etna temperatura za provo�enje drugog koraka
algoritma, koji je upravo klasi£ni algoritam simuliranog kaljenja.

6.6 Primjena na kombinatori£ku optimizaciju

Ilustraciju kako algoritam simuliranog kaljenja primijeniti na kombinatori£ku optimizaciju dat ¢emo
na primjeru trgova£kog putnika. Neka je zadano N gradova pri £emu trgova£ki putnik moºe putovati
direktno iz svakog grada u svaki drugi grad.

• Kao prikaz ¢emo koristiti permutacijski prikaz (vidi poglavlje 3). Gradove ¢emo numerirati
brojevima od 1 do N ; jedna tura tada je jedna permutacija ure�ene n-torke (1, . . . , N).

• De�rat ¢emo da funkcije susjedstva N(ω) generira sve ture koje se iz ture ω mogu dobiti muta-
cijom premje²tanjem ili pak jednostavnom mutacijom inverzije (obje su opisane u poglavlju 3).
U praksi, za rje²enje ω ne¢emo morati generirati sva susjedna rje²enja ve¢ ¢emo, kad ¢e nam za-
trebati jedno susjedno rje²enje (za jedan korak algoritma) nasumice odabrati jednu od ove dvije
mutacije i nasumice je primijeniti.

• Kod problema trgova£kog putnika prirodno je raditi s funkcijom kazne. Funkciju kazne de�nirat
¢emo kao ukupnu duljinu ture za zadano rje²enje.

• Kako koristimo funkciju kazne, algoritam simuliranog kaljenja primijenit ¢emo za minimizaciju.

• Po£etnu temperaturu utvrdit ¢emo kako je predloºeno u [Press et al., 1992]. Generiramo jedno
rje²enje i napravimo nekoliko modi�kacija rje²enja kako bismo utvrdili kretanje ∆E. Biramo
vrijednost T koja je bitno ve¢a od najve¢eg utvr�enog ∆E. Koristimo geometrijski plan hla-
�enja: po£injemo smanjivati temperaturu u svakom prolazu za faktor 0.9. Takvu temperaturu
odrºavamo dok ne napravimo 100N koraka algoritma ili dok ih 10N ne bude uspje²no (u smislu
da generira bolje rje²enje).

6.7 Primjena na optimizaciju nad kontinuiranom domenom

U ovom slu£aju potrebno je de�nirati kako se algoritam koristi ako se traºi minimum funkcije f(~x) gdje
je ~x d-dimenzijski vektor de�niran nad nekim podskupom od Rd. Uo£imo da problem moºemo svesti
na problem kombinatori£ke optimizacije: za svaku komponentu vektora ~x koristimo binarni prikaz uz
odabranu proceduru dekodiranja i zadani raspon pretraºivanja. Kako se to svodi na prethodno opisanu
kombinatori£ku optimizaciju, ovdje ¢emo pogledati druga£iju izvedbu.

• Kao rje²enje ¢emo koristiti vektor decimalnih brojeva.

• Vrijednost funkcije f(~x) koristi se kao funkcija kazne. Zada¢a algoritma simuliranog kaljenja jest
prona¢i rje²enje ~x koje minimizira zadanu funkciju kazne.
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• Jo² je potrebno de�nirati na£in na koji se generira susjedno rje²enje. Susjedno rje²enje moºemo
de�nirati kao rje²enje koje se dobije dodavanjem vektora ∆~x, tj. ~x

′
= ~x + ∆~x. Pri tome se

vrijednost ∆~x moºe generirati nasumi£no ili se moºe koristiti neki od heuristi£kih postupaka
(primjerice, simpleks procedura).

• Moºemo koristiti geometrijski plan hla�enja pri £emu po£etnu temperaturu odre�ujemo sli£no
kao kod prethodno opisane kombinatori£ke optimizacije uzorkovanjem zadane funkcije.

6.8 Varijante algoritma

U nastavku ¢emo opisati jo² dvije varijante algoritma koje su konceptualno vrlo sli£ne algoritmu si-
muliranog kaljenja ali su ra£unski dosta povoljnije. Algoritmi su de�nirani u radu [Wood and Downs,
1998] i izvedeni su iz Demonskog algoritma [Creutz, 1983]. Ideja demonskog algoritma opisanog u
[Creutz, 1983] jest modelirati sustav u kojem vrijedi zakon o£uvanja energije, za ²to se brine demon
koji je uparen sa sustavom. Inicijalno, demonu se daje odre�ena koli£ina energije (ozna£imo je s D).
Generira se po£etno rje²enje ω. U tom trenutku ukupna energija sustava je C = f(ω)+D ²to se tijekom
simulacije ne mijenja. Za svako novogenerirano rje²enje ω

′
ra£una se ∆E. Ako je ∆E < 0, sustav

prelazi u novo stanje i time gubi energiju iznosa |∆E|; stoga se upravo ta koli£ina energije dodaje
demonu. Time je koli£ina energije u sustavu jednaka (f(ω)− |∆E|) + (D + |∆E|) = C. U slu£aju da
je ∆E > 0, odnosno da je novo rje²enje takvo da bi pove¢alo energiju sustava, ono se prihva¢a samo
ako demon moºe isporu£iti toliku energiju; u tom slu£aju energija sustava raste ali energija demona
pada. Ako demon nema dovoljno energije za kompenzaciju pove¢anja energije sustava, novo rje²enje
se ne prihva¢a.

Opisani algoritam demona direktno ne obavlja minimizaciju funkcije. Autori u radu [Wood and
Downs, 1998] modi�ciraju opisani postupak kako bi se postigao optimizacijski efekt. Prvi algoritam
koji ¢emo opisani je algoritam ograni£enog demona, prikazan pseudokodom 6.2.

Pseudokod 6.2 Algoritam ograni£enog demona.

1. Odaberi po£etno rje²enje ω.

2. Odaberi po£etnu energiju demona D = D0 > 0.

3. Ponavljaj dok nije zadovoljen uvjet zaustavljanja:

(a) Generiraj susjedno rje²enje ω
′ ∈ N(ω).

(b) Izra£unaj promjenu energije ∆E = f(ω
′
)− f(ω).

(c) Ako je ∆E ≤ D prihvati novo rje²enje: ω ← ω
′
i korigiraj energiju demona D ← D −∆E.

(d) U suprotnom odbaci rje²enje ω
′
.

(e) Ako je D > D0, korigiraj D ← D0.

U ovoj ina£ici algoritma vi²e se ne inzistira na konstantnosti o£uvanja ukupne energije ve¢ se
postavlja gornja granica na maksimalnu koli£inu energije koju demon moºe imati i ukupna energija
£uva se samo kada to ne prema²uje koli£inu energije koju demon moºe £uvati. Jednostavnom analizom
postaje jasno da ¢e kroz vrijeme ukupna koli£ina energije polako padati. Kako je energija demona
ograni£ena, to zna£i da ¢e energija sustava morati sve vi²e i vi²e padati � £ime ¢e sustav prelaziti u sve
kvalitetnija i kvalitetnija rje²enja.

Velika prednost ovakvog algoritma jest ²to ne treba generator slu£ajnih brojeva (treba ga za gene-
riranje susjednih rje²enja, ali ne za dono²enje odluka o prihva¢anju rje²enja) te ²to ne koristi ra£unski
skupe funkcije (poput eksponencijalne funkcije).

Ina£ica algoritma poznata pod nazivom Algoritam kaljenog demona prikazana je pseudokodom 6.3.
Jedina razlika izme�u algoritma ograni£enog demona i algoritma kaljenog demona jest u retku

3(e) gdje se kod algoritma kaljenog demona ukupna koli£ina energije koju demon ima u odre�enim
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Pseudokod 6.3 Algoritam kaljenog demona.

1. Odaberi po£etno rje²enje ω.

2. Odaberi po£etnu energiju demona D = D0 > 0.

3. Ponavljaj dok nije zadovoljen uvjet zaustavljanja:

(a) Generiraj susjedno rje²enje ω
′ ∈ N(ω).

(b) Izra£unaj promjenu energije ∆E = f(ω
′
)− f(ω).

(c) Ako je ∆E ≤ D prihvati novo rje²enje: ω ← ω
′
i korigiraj energiju demona D ← D −∆E.

(d) U suprotnom odbaci rje²enje ω
′
.

(e) Ako je postignut ekvilibrij, umanji energiju demona prema planu; npr. D ← α ·D.

trenutcima umanjuje geometrijski (kada ¢e se to to£no doga�ati, ovisi o odabranom planu, ²to odgovara
smanjivanju temperature kod algoritma simuliranog kaljenja).
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Poglavlje 7

Genetski algoritam

L. J. Fogel, A. J. Owens i M. J. Walsh stvorili su 1966. evolucijsko programiranje [Fogel et al., 1966],
I. Rechenberg 1973. i H.-P. Schwefel 1975. evolucijske strategije [Rechenberg, 1973, Schwefel, 1975],
a H. J. Holland 1975. genetski algoritam [Holland, 1975]. Paralelno tome, tekao je i razvoj genetskog
programiranja koji je 1992. popularizirao J. R. Koza [Koza, 1992]. Inspiracija za razvoj do²la je
prou£avanjem Darwinove teorije o postanku vrsta [Darwin, 1859].

Darwin teoriju razvoja vrsta temelji na 5 postavki:

1. plodnost vrsta � potomaka uvijek ima vi²e no ²to je potrebno,

2. veli£ina populacije je pribliºno stalna,

3. koli£ina hrane je ograni£ena,

4. kod vrsta koje se seksualno razmnoºavaju, nema identi£nih jedinki ve¢ postoje varijacije te

5. najve¢i dio varijacija prenosi se naslje�em.

Iz navedenoga slijedi da ¢e u svakoj populaciji postojati borba za preºivljavanje: ako potomaka ima
vi²e no ²to je potrebno a koli£ina hrane je ograni£ena, sve jedinke ne¢e preºivjeti. Pri tome ¢e one
bolje i ja£e imati ve¢u ²ansu da preºive i dobiju priliku stvarati potomke. Pri tome su djeca roditelja u
velikoj mjeri odre�ena upravo genetskim materijalom svojih roditelja, no nisu ista roditeljima � postoji
odre�eno odstupanje.

Ova razmatranja osnova su za razvoj genetskog algoritma. Problemi koje rje²avamo genetskim
algoritmom tipi£no su optimizacijski problemi, i moºemo ih opisati na sljede¢i na£in. Neka je zadana
funkcija f(~x) gdje je x = (x1, x2, . . . , xn) . Potrebno je prona¢i ~x∗ koji maksimizira (ili minimizira)
funkciju f . Pogledajmo ovo na primjeru funkcije jedne varijable (slika 7.1) koja je de�nirana izrazom:

f(~x) = 10 + x2 − 10 · cos(2 · π · x).

Iz slike je jasno vidljivo da funkcija ima jedan globalni minimum za x = 0, f(x) = 0.

Slika 7.1: Vi²emodalna funkcija jedne varijable.

77
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Kako genetski algoritam radi? Postoji puno razli£itih izvedbi a generalna ideja je sljede¢a. Al-
goritam radi s populacijom jedinki. Svaka jedinka jedno je mogu¢e rje²enje zadanog problema. U
na²em primjeru svaka jedinka odgovara jednom vektoru ~x). U kontekstu genetskog algoritma jedinke
jo² nazivamo i kromosomima � to su sinonimi. Svakoj jedinki moºemo odrediti njezinu dobrotu (engl.
�tness). Dobrota jedinke odre�uje se tako da se izra£una vrijednost funkcije u to£ki koju jedinka
predstavlja (~x). Uz pretpostavku da rje²avamo minimizacijski problem, ²to je vrijednost funkcije ve¢a,
to je promatrana jedinka lo²ija. Operatorom selekcije (engl. selection) biraju se iz populacije jedinke
koje ¢e postati roditelji. Roditelji pomo¢u operatora kriºanja (engl. crossover) stvaraju djecu, £ime
se emulira izmjena genetskog materijala (engl. recombination). Nad djecom potom djeluje operator
mutacije (engl. mutation). Kona£no, operatorom zamjene (engl. reinsertion) djeca ulaze u populaciju
rje²enja, £ime se zatvara ciklus rada algoritma.

7.1 Vrste genetskog algoritma

Genetski algoritmi dijele se na sekvencijske i paralelne. Paralelni genetski algoritmi omogu¢avaju
rad u vi²edretvenim i raspodijeljenim okruºenjima, i njih ovaj tren ne¢emo razmatrati. Sekvencijski
genetski algoritam moºemo podijeliti na dvije tipi£ne izvedbe [Alba and Dorronsoro, 2008]: elimina-
cijski genetski algoritam (engl. steady-state genetic algorithm) te generacijski genetski algoritam (engl.
generational genetic algorithm). Oba su opisana u nastavku.

7.1.1 Eliminacijski genetski algoritam

Ova vrsta genetskog algoritma prikazana je na slici 7.2. U svakom koraku algoritma (moºe se jo²
koristiti i termin generacija), iz £itave se populacije odabiru dva roditelja nad kojima se izvodi kriºanje,
£ime nastaje novo dijete koje se jo² i mutira. Na kraju se dijete ili ubacuje u populaciju ili odbacuje.
Ako se ubacuje u populaciju, te kako veli£ina populacije mora biti stalna, ovo ubacivanje izvodi se tako
da dijete zamijeni neku jedinku iz populacije (primjerice, najgoru).

Evaluacija Mutacija Križanje

Umetanje u 
populaciju

Provjera 
uvjeta Selekcija

Kraj
Stvaranje 
slučajne 

populacije
Evaluacija

Slika 7.2: Eliminacijski genetski algoritam.

Izvedba ove vrste genetskog algoritma dana je pseudokodom 7.1. Selekcija svakog od roditelja moºe
se obaviti nekim od operatora selekcije; primjerice, proporcionalnom selekcijom ili pak turnirskom
selekcijom (opis selekcija ve¢ je dan u prethodnim poglavljima). Isto tako, odabir jedinke koja ¢e u
populaciji biti zamijenjena nastalim djetetom tako�er se moºe obaviti nekim od operatora selekcije,
pri £emu se operator tako prilagodi da ve¢u ²ansu odabira daje lo²ijim jedinkama; alternativa je za
izbacivanje odabrati trenutno najgoru jedinku u populaciji, trenutno najstariju jedinku u populaciji ili
pak nasumice odabrati neku jedinku. Kona£no, mogu¢e je odabrati uvjet pod kojim ¢e dijete doista i
zamijeniti odabranu jedinku: to moºe, primjerice, biti samo ako je dijete bolje od odabrane jedinke, ili
pak moºe biti uvijek (bez uvjeta).

Uo£imo da kod ove vrste genetskog algoritma nastalo dijete ve¢ u sljede¢em trenutku moºe postati
roditelj koji ¢e se kriºati sa svojim pretcima i dalje stvarati potomke.
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Pseudokod 7.1 Pseudokod eliminacijskog genetskog algoritma.

P = stvori_po£etnu_populaciju(VEL_POP)

evaluiraj(P)

ponavljaj_dok_nije_kraj

odaberi R1 i R2 iz P

D = kriºaj(R1, R2)

mutiraj D

evaluiraj D

odaberi jednku iz populacije koja ¢e eventualno biti zamijenjena stvorenim djetetom

odlu£i ho¢e li dijete zamijeniti odabranu jedinku i po potrebi provedi zamjenu

kraj

7.1.2 Generacijski genetski algoritam

Za razliku od prethodno opisane vrste kod koje ne postoji £ista granica izme�u roditelja i djece,
generacijski genetski algoritam iz koraka u korak iz populacije roditelja stvara novu populaciju djece
koja potom postaju roditelji � stara populacija roditelja time odmah izumire. Shematski prikaz ove
vrste genetskog algoritma dan je na slici 7.3.

Nova 
populacija Mutacija Križanje

Evaluacija Provjera 
uvjeta Selekcija

Kraj

Stvaranje 
slučajne 

populacije

Slika 7.3: Generacijski genetski algoritam.

Generacijski genetski algoritam iz trenutne populacije operatorima selekcije, kriºanja i mutacije
gradi novu pomo¢nu populaciju sastavljenu isklju£ivo iz djece (slika 7.4). Izvedba ove vrste genetskog
algoritma dana je pseudokodom 7.2, dok pseudokod 7.3 pokazuje modi�ciranu verziju koja garantira
elitizam.

Onog trenutka kada se izgradi nova populacija £ija je veli£ina jednaka staroj, stara populacija
roditelja se odbacuje, a novoizgra�ena populacija djece postaje trenutna populacija. Mogu¢e su i
izvedbe kod kojih se gradi populacija djece koja je ve¢a od populacije roditelja (primjerice, k puta
ve¢a) i gdje se na kraju iz te populacije probere potreban broj jedinki koje ¢e postati roditelji u
sljede¢oj generaciji (vi²ak djece se odbaci).

Uo£imo da se direktnom implementacijom prikazanog pseudokôda 7.2 dobiva algoritam koji nema
elitizma. Elitizam je svojstvo algoritma da £uva najbolje prona�eno rje²enje (odnosno da ga ne moºe
izgubiti). Naime, sasvim je mogu¢e da sva nastala djeca budu lo²ija od najboljeg roditelja. Akti-
viranjem populacije djece i brisanjem populacije roditelja u tom slu£aju dolazi do gubitka najboljeg
prona�enog rje²enja. Ovome se moºe dosko£iti tako da se najprije u populaciju djece iskopira najbo-
lji roditelj (ili njih nekoliko), a ostatak populacije potom izgradi na uobi£ajeni na£in. Upravo je ta
modi�kacija prikazana pseudokôdom 7.3.

Prilikom rje²avanja problema genetskim algoritmom, potrebno je de�nirati na£in na koji kromosom
kodira rje²enje, na£in na koji se obavlja kriºanje, na£in na koji se obavlja mutacija te na£in na koji se
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Populacija P(t) Pomoćna 
populacija P(t)

Populacija 
P(t+1)

operatori križanja 
i mutacije

Slika 7.4: Korak generacijskog genetskog algoritama.

Pseudokod 7.2 Pseudokod generacijskog genetskog algoritma.

P = stvori_po£etnu_populaciju(VEL_POP)

evaluiraj(P)

ponavljaj_dok_nije_kraj

nova_populacija P' = ∅
ponavljaj_dok_je veli£ina(P')<VEL_POP

odaberi R1 i R2 iz P

{D1, D2} = krizaj(R1, R2)

mutiraj D1, mutiraj D2

dodaj D1 i D2 u P'

kraj

P = P'

kraj

Pseudokod 7.3 Pseudokod generacijskog genetskog algoritma s elitizmom.

P = stvori_po£etnu_populaciju(VEL_POP)

evaluiraj(P)

ponavljaj_dok_nije_kraj

nova_populacija P' = ∅
ubaci u novu populaciju dvije najbolje jedinke iz populacije P

ponavljaj_dok_je veli£ina(P')<VEL_POP

odaberi R1 i R2 iz P

{D1, D2} = krizaj(R1, R2)

mutiraj D1, mutiraj D2

dodaj D1 i D2 u P'

kraj

P = P'

kraj
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odabiru jedinke za razmnoºavanje. Krenimo redom.
Danas osim ove dvije "kanonske" verzije genetskog algoritma postoji i mno²tvo varijacija. Primje-

rice, mogu¢e je iz populacije roditelja odabrati podskup roditelja koji ¢e stvarati potomke pa samo njih
koristiti za generiranje populacije djece. Mogu¢e ja napraviti i varijantu u kojoj se generira vi²e djece
no ²to je potrebno za sljede¢u populaciju, pa se potom nekim kriterijem proberu djeca koja ¢e £initi
populaciju za sljede¢u generaciju (najjednostavniji kriterij jest sortirati populaciju djece po dobroti i
uzeti najbolje jedinke). Tako�er, mogu¢e je napraviti i izvedbu kod koje se nakon generiranja djece
napravi unija s populacijom roditelja i potom se iz te unije odaberu jednike koje ¢e £initi populaciju u
sljede¢oj generaciji. Osim opisanih, mogu¢ je jo² niz razli£itih varijacija, i sve njih ¢emo zvati genetskim
algoritmom.

7.2 Prikaz rje²enja

Najjednostavniji na£in prikaza rje²enja koji se koristi kod genetskih algoritama jest nizom bitova (engl.
bit-string), pri £emu se svaki kromosom (tj. jedinka) sastoji se od jednakog i �ksnog broja bitova.
Osim ovoga, mogu¢i su i drugi prikazi (permutacijski prikaz, prikaz matricama, prikaz poljima cijelih
brojeva, prikaz poljima decimalnih brojeva, i sli£no). U poglavlju 3 dan je osvrt na razli£ite vrste prikaza
rje²enja kao i na£in provo�enja operacija modi�ciranja rje²enja (u kontekstu genetskog algoritma takav
operator zovemomutacijom) te operatora kombiniranja rje²enja (u kontekstu genetskog algoritma takav
operator zovemo kriºanjem).

7.3 Operatori kriºanja i mutiranja

U poglavlju 3 dan je detaljni prikaz niza operatora kriºanja i mutiranja za razli£ite vrste prikaza
rje²enja; stoga se £itate upu¢uje na to poglavlje. U nastavku ¢emo samo ukratko ponoviti popis
naj£e²¢e kori²tenih operatora.

• Binarna mutacija uz zadanu vjerojatnost mutacije bita pm (slika 3.1 na stranici 21).

• Kriºanje s jednom to£kom prekida (slika 3.2 na stranici 22).

• Kriºanje s t to£aka prekida (slika 3.3 na stranici 22).

• Uniformno kriºanje.

7.4 Operator selekcije

Selekcija je postupak kojim se odabiru jedinke iz populacije (naj£e²¢e u svrhu razmnoºavanja). Vrste
selekcija detaljno su obra�ene u poglavlju 4. Stoga ¢emo ovdje spomenuti samo tri naj£e²¢e.

• Proporcionalna selekcija.

• Selekcija linearnim rangiranje.

• Turnirske selekcije.

Za detalje je potrebno prou£iti poglavlje 4, a u nastavku ¢emo dati primjer izvedbe proporcionalne
selekcije.

7.4.1 Proporcionalna selekcija

Ova selekcija jo² je poznata pod nazivom Roulette-wheel selection. Ideja je sljede¢a: postavimo sve
jedinke na kolo, tako da bolja jedinka ima ve¢u povr²inu na kolu (vidi sliku 7.5). Potom zavrtimo kolo
i pogledamo na kojoj se je jedinki kolo zaustavilo. S obzirom da jedinki pripada to ve¢i dio dio oboda
kola ²to ima ve¢u dobrotu, ponavljamo li eksperiment puno puta, bolje ¢e jedinke biti £e²¢e birane od
lo²ijih, i ta ¢e vjerojatnost biti upravo proporcionalna dobroti same jedinke.
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K4
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Slika 7.5: Ilustracija proporcionalne selekcije za slu£aj 8 jedinki £ije su dobrote prikazane tablicom 7.1.

Tablica 7.1: Primjer razdiobe vjerojatnosti selekcije temeljem dobrote kod proporcionalne selekcije

Jedinka 1 2 3 4 5 6 7 8
Dobrota jedinke 6 4 3.6 0.4 0.8 1.2 2.4 1.6
Vjerojatnost odabira 0.3 0.2 0.18 0.02 0.04 0.06 0.12 0.08

Programski, ovo moºemo posti¢i tako da sve jedinke preslikamo na kontinuirani dio pravca duljine
1. Pri tome svaka jedinka dobiva dio proporcionalan njezinoj dobroti. Ako s fit(i) ozna£imo dobrotu
i-te jedinke, a s len(i) ozna£imo duljinu segmenta koji pripada toj jedinki, vrijedi:

len(i) =
fit(i)∑n
j=1 fit(j)

.

Pogledajmo to na primjeru s 8 jedinki (tablica 7.1). Uo£imo da na ovaj na£in normirana duljina
segmenta direktno odgovara i vjerojatnosti odabira odnosne jedinke.

K1 K2 K3 K4 K5 K6 K7 K8

0.0 1.00.3 0.5 0.68 0.7 0.74 0.8 0.92

K1 K2 K3 K4 K5 K6 K7 K8

0.0 1.00.3 0.5 0.68 0.7 0.74 0.8 0.92

0.77

Slika 7.6: Ilustracija proporcionalne selekcije jedini£nim pravcem za slu£aj 8 jedinki £ije su dobrote
prikazane tablicom 7.1.

Stavimo li sve jedinke na segment pravca, dobit ¢emo situaciju prikazanu na slici 7.6. Odabir se
radi tako da generiramo slu£ajni broj iz intervala [0, 1], i pogledamo u £ije je podru£je taj broj pao.
Primjerice, ako generiramo broj 0.77, odabrat ¢emo jedinku K6 (slika 7.7).

Spomenimo odmah i problem koji se javlja kod ovako izvedene proporcionalne selekcije i ilustrirajmo
ga na primjeru prikazanom u tablici 7.2.

Radi se o primjeru maksimizacije funkcije pri £emu za potrebe ovog primjera radimo sa samo
8 jedinki, a funkcija je takva da joj je maksimum neki relativno veliki broj (primjerice 2 · 105). U
nekom trenutku populacija se sastoji od jedinki prikazanih u tablici 7.2. Uvidom u podatke vidimo
da je trenutno najbolje rje²enje ono pod brojem 7. Me�utim, vjerojatnost njegovog odabira prakti£ki
je jednaka vjerojatnosti odabira najgoreg rje²enja u populaciji, i iznosi ne²to vi²e od 12%. Problem
koji ovdje vidimo jest osjetljivost prikazanog algoritma odabira na skalu. Ako su funkcije dobrote
relativno mali brojevi koji se pri tome dosta razlikuju, algoritam radi zadovoljavaju¢e. Me�utim, kako
vrijednosti dobrote jedinki rastu, tako se smanjuje relativna razlika izme�u njih i vjerojatnosti odabira
najgore i najbolje jedinke postaju ujedna£ene. Rje²enje ovog problema leºi ili u uporabi relativne
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K1 K2 K3 K4 K5 K6 K7 K8

0.0 1.00.3 0.5 0.68 0.7 0.74 0.8 0.92

K1 K2 K3 K4 K5 K6 K7 K8

0.0 1.00.3 0.5 0.68 0.7 0.74 0.8 0.92

0.77

Slika 7.7: Ilustracija proporcionalne selekcije jedini£nim pravcem za slu£aj 8 jedinki £ije su dobrote
prikazane tablicom 7.1; odabran je broj 0, 77 ²to odgovara jedinki K6.

Tablica 7.2: Problem skale kod proporcionalne selekcije

Jedinka 1 2 3 4
Dobrota jedinke 1007 1008 1005 1008
Vjerojatnost odabira 0.124768 0.124892 0.12452 0.124892

Jedinka 5 6 7 8
Dobrota jedinke 1003 1011 1017 1012
Vjerojatnost odabira 0.124272 0.125263 0.126007 0.125387

dobrote (kao efektivna dobrota svake jedinke uzme se razlika izme�u dobrote jedinke i dobrote najgore
jedinke � ²to je bitno manje osjetljivo na skalu) odnosno u uporabi prethodno opisanog rangiranja, gdje
se jedinkama temeljem njihovom ranga u populaciji dodijeli dobrota (²to je potpuno neosjetljivo na
skalu, ali zahtjeva sortiranje populacije), i potom se tako de�nirana dobrota koristi za proporcionalnu
selekciju.

7.4.2 k-turnirska selekcija

k-turnirska selekcija tako�er je obra�ena u poglavlju 4. Kod ove selekcije iz populacije posredstvom slu-
£ajnog mehanizma odabire k jedinki, i potom uzima najbolju (ili najgoru � ovisno za ²to je koristimo).
Ukoliko trebamo n roditelja, naprosto ¢emo n puta ponoviti turnirsku selekciju.

U praksi se jedna modi�kacija k-turnirske selekcije £esto koristi za izvedbu jednostavne vrste eli-
minacijskog genetskog algoritma. Koristi se takozvana pojednostavljena 3-turnirska selekcija. Naime,
prisjetimo se ²to je potrebno za jedan ciklus eliminacijskog genetskog algoritma: trebamo odabrati dva
roditelja, kriºati ih i generirati dijete, dijete mutirati, iz populacije odabrati tre¢u jedinku i odlu£iti ho¢e
li stvoreno dijete izbaciti tu jedinku iz populacije. Uporabom pojednostavljene 3-turnirska selekcija sve
opisano rije²i se odjednom: iz populacije se nasumice izvuku tri jedinke (kao kod 3-turnirske selekcije).
Me�u te tri jedinke se prona�e najgora jedinka. Dvije preostale jedinke kriºaju se i generiraju dijete
koje se mutira i iz populacije izbacuje upravo onu izabranu najgoru jedinku.

7.5 Genetsko programiranje

Genetsko programiranje tehnika je izuzetno srodna genetskom algoritmu. Razlika je u tome ²to kro-
mosom predstavlja program koji je rje²enje zadanog problema. Tipi£na struktura podataka koja se
kod genetskog programiranja koristi za prikaz kromosoma jest stablo.

Pogledajmo to na jednostavnom primjeru. Mjerenjem izlaza nekog procesa snimljena je njegova
ulazno-izlazna karakteristika (tablica 7.3).

Zanima nas algebarski izraz koji najbolje opisuje tabeliranu funkciju (gra�£ki prikaz dan je na slici
7.8).

Zadatak genetskog programiranja jest prona¢i funkciju koja dobro aproksimira ove vrijednosti.
Sjetimo se da se svaka funkcija moºe prikazati operatorskim stablom. Primjerice, funkciju:

f(x) = 2 · sin(3 · x) + 4 · cos(6 · x)
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Tablica 7.3: Primjer funkcije jedne varijable za aproksimaciju genetskim programiranjem

x f(x) x f(x)
0 4 1.6 -5.93108

0.1 3.892383 1.7 -4.70869
0.2 2.578716 1.8 -2.32285
0.3 0.657845 1.9 0.472592
0.4 -1.0855 2 2.816585
0.5 -1.96498 2.1 4.031366
0.6 -1.63934 2.2 3.846619
0.7 -0.23462 2.3 2.480139
0.8 1.700922 2.4 0.548066
0.9 3.393531 2.5 -1.16275
1 4.122921 2.6 -1.97962

1.1 3.485439 2.7 -1.58571
1.2 1.548364 2.8 -0.13352
1.3 -1.15971 2.9 1.809713
1.4 -3.82031 3 3.465504
1.5 -5.59958

Slika 7.8: Gra�£ki prikaz ulazno-izlazne karakteristike sustava; vrijednosti odgovaraju onima prikaza-
nima tablicom 7.3.
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Slika 7.9: Prikaz funkcije operatorskim stablom.
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*
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*
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*
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Roditelj 1

Roditelj 2

Dijete

Slika 7.10: Izvedba kriºanja kod genetskog programiranja.

je mogu¢e prikazati stablom prikazanim na slici 7.9.
Kromosomi kod genetskog programiranja upravo su operatorska stabla, £iji £vorovi mogu biti,

primjerice, aritmeti£ke operacije (+, −, ·, /), ugra�ene funkcije (sin, cos), konstante (bilo koji cijeli ili
decimalni broj) te varijable. �to se vi²e vrsta £vorova dozvoli, ve¢a je ²ansa da se prona�e adekvatno
stablo koje odgovara zadanoj funkciji, ali raste i vrijeme potrebno za njegov pronalazak.

Evaluacija kromosoma u na²em slu£aju moºe se izvesti kao ukupna suma razlike izlaza funkcije
u promatranoj to£ki i izmjerenog podatka (ili moºemo ra£unati srednje kvadratno odstupanje), po
svim to£kama za koje imamo zadane podatke. Kriºanje dvaju roditelja tipi£no se radi tako da se neko
podstablo jednog roditelja zamijeni nekim podstablom drugog roditelja (slika 7.10).

Operator mutacije moºe se izvesti na vi²e na£ina � primjerice, slu£ajnom zamjenom £vora, brisanjem
podstabla i zamjenom s novim slu£ajno stvorenim podstablom, zamjenom redosljeda djece i sl. Jedan
primjer prikazan je na slici 7.11.

Jednom kada smo de�nirali sve potrebno (na£in prikaza kromosoma, na£in evaluacije, djelova-
nje operatora kriºanja i mutacije) postupak je dalje standardan (jednak kao kod klasi£nog genetskog
algoritma).
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Slika 7.11: Izvedba mutacije kod genetskog programiranja.

Uo£imo tako�er da problem koji rje²avamo genetskim programiranjem ne mora biti ovako jednos-
tavan. Zamislimo sljede¢i primjer: imamo parove podataka (slu£ajno stvoreno polje brojeva, sortirano
polje brojeva). Sjetimo li se da se svaki program moºe prikazati sintaksnim stablom � mogli bismo de-
�nirati dozvoljene vrste £vorova, i potom traºiti genetskim programiranjem program koji nesortirana
polja prevodi u sortirana. Kromosom bi tada doslovno bio program koji bismo uporabom jezi£nog
procesora mogli prevesti, pokrenuti i evaluirati njegov rad.
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Poglavlje 8

Mravlji algoritmi

8.1 Uvod

Mravi su izuzetno jednostavna bi¢a � usporedimo li ih, primjerice, s £ovjekom. No i tako jednostavna
bi¢a zahvaljuju¢i socijalnim interakcijama postiºu zadivljuju¢e rezultate. Sigurno ste puno puta u
ºivotu nai²li na mravlju autocestu � niz mrava koji u koloni idu jedan za drugim prenose¢i hranu
do mravinjaka. O pona²anju ovih stvorenja snimljen je £itav niz dokumentarnih �lmova: o njihovoj
suradnji, o organizaciji mravinjaka, o nevjerojatnoj kompleksnosti i veli£ini njihovih kolonija. No kako
jedno jednostavno bi¢e poput mrava moºe ispoljavati takvo pona²anje?

Mno²tvo razli£itih znanstvenih disciplina iskazalo je interes za mrave. Nama su mravi posebno
zanimljivi iz vrlo prakti£nog razloga � mravi uspje²no rje²avaju optimizacijske probleme. Naime,
uo£eno je da ¢e mravi uvijek prona¢i najkra¢i put izme�u izvora hrane i njihove kolonije, ²to ¢e im
omogu¢iti da hranu dopremaju maksimalno brzo. Da bi misterij bio jo² ve¢i, spomenimo samo da
mravlje vrste ili uop¢e nemaju razvijen vidni sustav, ili je on ekstremno lo².

Kako bi istraºili pona²anje mrava, Deneubourg i suradnici [Goss et al., 1989, Denebourg et al.,
1990] napravili su niz eksperimenata koriste¢i dvokraki most postavljen izme�u mravinjaka i hrane
(slika 8.1).

Mravi prilikom kretanja ne koriste osjet vida, ve¢ je njihovo kretanje odre�eno socijalnim interak-
cijama s drugim mravima [Bonabeau et al., 1997a,b]. Na putu od mravinjaka do hrane, te na putu od
hrane do mravinjaka, svaki mrav ostavlja kemijski trag � feromone. Mravi imaju razvijen osjet fero-
mona, te prilikom odlu£ivanja kojim putem krenuti tu odluku donose obzirom na jakost feromonskog
traga koji osje¢aju. Tipi£no, mrav ¢e se kretati smjerom ja£eg feromonskog traga.

Deneubourg i suradnici prilikom eksperimenata varirali su duljine krakova mosta. U prvom eks-
perimentu oba su kraka jednako duga. Mravi su na po£etku u podjednakom broju krenuli preko oba
kraka. Nakon nekog vremena, me�utim, dominantni dio mrava kretao se je samo jednim krakom (slu-
£ajno odabranim). Obja²njenje je sljede¢e. Na po£etku, mravi slu£ajno odabiru jedan ili drugi krak, i

60°

15 cm

mravinjak hrana

Slika 8.1: Eksperiment dvokrakog mosta (prvi).
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mravinjak hrana

Slika 8.2: Eksperiment dvokrakog mosta (drugi).

mravinjak hrana mravinjak hrana

Kraći krak je odvojen

Nakon 30 
minuta:

Slika 8.3: Eksperiment dvokrakog mosta (tre¢i).

kre¢u¢i se njima ostavljaju feromonski trag. U nekom trenutku dogodi se da nekoliko mrava vi²e krene
jednim od krakova (uslijed slu£ajnosti) i tu nastane ve¢a koncentracija feromona. Privu£eni ovom
ve¢om koli£inom feromona, jo² vi²e mrava krene tim krakom ²to dodatno pove¢a koli£inu feromona. S
druge strane, kako drugim krakom krene manje mrava, koli£ina feromona koja se osvjeºava je manja,
a feromoni s vremenom i isparavaju. Ovo u kona£nici dovodi do situacije da se stvori jaki feromonski
trag na jednom kraku, i taj feromonski trag privu£e najve¢i broj mrava. Eksperiment je ponovljen vi²e
puta, i uo£eno je da u prosjeku u 50% slu£ajeva mravi biraju jedan krak, a u 50% slu£ajeva biraju
drugi krak.

Sljede¢i eksperiment napravljen je s dvokrakim mostom kod kojeg je jedan krak dvostruko dulji
od drugoga (slika 8.2). U svim poku²ajima eksperimenta pokazalo se je da najve¢i broj mrava nakon
nekog vremena bira kra¢i krak.

Ovakvo pona²anje na makroskopskoj razini � pronalazak najkra¢e staze izme�u hrane i mravinjaka
rezultat je interakcija na mikroskopskoj razini � interakcije izme�u pojedinih mrava koji zapravo nisu
svjesni "²ire slike" [Camazine et al., 2001, Haken, 1983, Nicolis and Prigogine, 1977]. Takvo pona²anje
temelj je onoga ²to danas znamo pod nazivom izranjaju¢a inteligencija (engl. emerging intelligence).

Kona£no, kako bi se provjerila dinamika odnosno sposobnost prilagodbe mrava na promjene, na-
pravljen je tre¢i eksperiment (slika 8.3).

Kod ovog eksperimenta mravinjak i izvor hrane najprije su spojeni jednokrakim mostom (£iji je
krak duga£ak). Mravi su krenuli tim krakom do hrane i natrag. Nakon 30 minuta kada se je situacija
stabilizirala, mostu je dodan drugi, dvostruko kra¢i krak. Me�utim, eksperiment je pokazao da se je
najve¢i dio mrava i dalje nastavio kretati duljim krakom, zahvaljuju¢i stvorenom jakom feromonskom
tragu.
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Slika 8.4: Primjer pronalaska hrane.

8.2 Pojednostavljeni matemati£ki model

Matemati£ki model koji opisuje kretanje mrava dan je u [Dorigo and Stützle, 2004]. Mravi prilikom
kretanja u oba smjera (od mravinjaka pa do izvora hrane, te od izvora hrane pa do mravinjaka) nepres-
tano ostavljaju feromonski trag. �tovi²e, neke vrste mrava na povratku prema mravinjaku ostavljaju
to ja£i feromonski trag ²to je izvor prona�ene hrane bogatiji. Simulacije ovakvih sustava, posebice
uzmemo li u obzir i dinamiku isparavanja feromona izuzetno su kompleksne. Me�utim, ideje i zakoni-
tosti koje su ovdje uo£ene na²le su primjenu u nizu mravljih algoritama � u donekle pojednostavljenom
obliku.

Pogledajmo to na primjeru. Izme�u mravinjaka i izvora hrane nalazi se niz tunela (slika 8.4, tuneli
su modelirani bridovima grafa).

Ideja algoritma je jednostavna. U fazi inicijalizacije, na sve se bridove postavi ista (�ksna) koli£ina
feromona. U prvom koraku, mrav iz mravinjaka (£vor 1) mora odlu£iti u koji ¢e £vor krenuti. Ovu
odluku donosi na temelju vjerojatnosti odabira brida pkij :

pkij =


ταij∑

l∈Nk
i
ταil
, ako je j ∈ Nk

i

0, ako je j /∈ Nk
i

pri £emu τij predstavlja vrijednost feromonskog traga na bridu izme�u £vorova i i j, a α predstavlja
konstantu. Skup Nk

i predstavlja skup svih indeksa svih £vorova u koje je u koraku k mogu¢e prije¢i
iz £vora i. Konkretno, u na²em slu£aju N1

1 = 2, 3, 4. Ako iz £vora i nije mogu¢e prije¢i u £vor j,
vjerojatnost ¢e biti 0. Suma u nazivniku prethodnog izraza ide, dakle, po svim bridovima koji vode
do £vorova u koje se moºe sti¢i iz £vora i.

Nakon ²to odabere sljede¢i £vor, mrav ponavlja proceduru sve dok ne stigne do izvora hrane (£vor
11). Uo£imo kako se rje²enje problema ovom tehnikom gradi dio po dio � mravlji algoritmi pripadaju
porodici konstrukcijskih algoritama.

Jednom kada stigne do izvora hrane, mrav zna koliki je put pre²ao. Na²i umjetni mravi feromone
tipi£no ostavljaju na povratku, i to na na£in da je koli£ina feromona proporcionalna dobroti rje²enja
(odnosno obrnuto proporcionalna duljini puta). Aºuriranje radimo za sve bridove kojima je mrav
pro²ao, i to prema izrazu:

τij ← τij + ∆τk

gdje je:

∆τk =
1

L
,
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Slika 8.5: Rje²enje TSP-a dobiveno jednostavnim mravljim algoritmom.

pri £emu je L duljina prona�enog puta. Isparavanje feromona modelirano je izrazom:

τij ← τij · (1− ρ)

gdje je ρ brzina isparavanja (iz intervala 0 do 1). Isparavanje se primjenjuje na sve bridove grafa.
Ovaj pristup, dakako, ima svojih problema. Primjerice, kada mrav dinami£ki gradi put, ako se u

svakom £voru dopusti odabir bilo kojeg povezanog £vora, mogu¢e je dobiti cikluse, ²to je nepoºeljno.
Tako�er, aºuriranje feromonskog traga nakon svakog mrava pokazalo se je kao lo²e.

Temelje¢i se na opisanim principima mogu¢e je napisati jednostavan optimizacijski algoritam, ²to
je prikazano pseudokodom 8.1.

Pseudokod 8.1 Pseudokod jednostavnog mravljeg algoritma.

ponavljaj dok nije kraj

ponovi za svakog mrava

stvori rje²enje

vrednuj rje²enje

kraj ponovi

odaberi podskup mrava

ponovi za odabrane mrave

azuriraj feromonske tragove

kraj ponovi

ispari feromonske tragove

kraj ponavljanja

Algoritam radi s populacijom od m mrava, pri £emu u petlji ponavlja sljede¢e. Svih m mrava pusti
se da stvore rje²enja, i ta se rje²enja vrednuju (izra£unaju se duljine puteva). Pri tome, svaki mrav
prilikom izgradnje pamti do tada pre�eni put, i kada treba birati u koji sljede¢i £vor krenuti, automatski
odbacuje £vorove kroz koje je ve¢ pro²ao (skupovi Nk

ij). Tek kada je svih m mrava stvorilo prijedloge
rje²enja, odabire se n ≤ m mrava koji ¢e obaviti aºuriranje feromonskih tragova (pri tome n moºe biti
£ak i jednak m, ²to zna£i da svi mravi aºuriraju feromonske tragove, iako se je takav pristup pokazao
kao lo²a praksa, pa je bolje pustiti samo bolji podskup ili £ak samo najbolji mrav obavi aºuriranje).
Potom se primjenjuje procedura isparavanja feromona, i postupak se cikli£ki ponavlja.

Kako bi se ilustrirao rad ovog algoritma, napisana je implementacija u Javi, i to na problemu
trgova£kog putnika s 30 gradova (podsjetimo se � radi se o NP te²kom problemu; dobiveno rje²enje kao
i rje²avani problem prikazani su na slici 8.5).
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Slika 8.6: Napredak jednostavnog mravljeg algoritma.

Rezultati su dobiveni uz sljede¢e parametre: m = 40, ρ = 0.2, α = 1, maksimalni broj iteracija
iznosi 500. Feromonski tragovi svih bridova izvorno su postavljeni na 1

5000 . Sa slike se moºe uo£iti da
prona�eno rje²enje nije idealno, ali je vrlo blizu optimalnog. Kvaliteta prona�enih rje²enja kroz epohe
prikazana je na slici 8.6, gdje se moºe pratiti najbolje prona�eno rje²enje kao i prosje£no prona�eno
rje²enje.

Sada nakon ²to smo opisali kako primijeniti prikazane ideje, pogledajmo stvarne algoritme koji se
danas koriste.

8.3 Algoritam Ant System

Algoritam Ant System predloºili su Dorigo i suradnici [Dorigo and Stützle, 2004, Dorigo et al., 1991,
Colorni et al., 1992]. Prilikom inicijalizacije grafa, na sve bridove deponira se koli£ina feromona koja je
ne²to ve¢a od o£ekivane koli£ine koju ¢e u jednoj iteraciji algoritma deponirati mravi. Koristi se izraz:

τ0 =
m

Cnn

gdje je Cnn najkra¢a duljina puta prona�ena nekim jednostavnim algoritmom (poput algoritma
najbliºeg susjeda). Ideja je zapravo dobiti kakvu-takvu procjenu duljine puta od koje ¢e mravi dalje
traºiti bolja rje²enja, te ponuditi optimalnu po£etnu to£ku za rad algoritma. Prema [Dorigo and
Stützle, 2004], uz premali τ0 pretraga ¢e brzo biti usmjerena prema podru£ju koje su mravi slu£ajno
odabrali u prvoj iteraciji, a uz preveliki τ0 koli£ine feromona koje mravi ostavljaju u svakoj iteraciji
bit ¢e premale da bi mogle usmjeravati pretragu, pa ¢e se morati potro²iti puno iteracija kako bi
mehanizam isparavanja uklonio vi²ak feromona.

Rad algoritma zapo£inje tako ²to m mrava stvara rje²enja problema. U slu£aju TSP-a, mravi se
slu£ajno raspore�uju po gradovima iz kojih tada zapo£inju konstrukciju rje²enja. Prilikom odlu£ivanja
u koji grad krenuti, umjesto prethodno prikazanog pravila, mravi koriste slu£ajno proporcionalno pravilo
(engl. random proportional rule) koje uklju£uje dvije komponente: jakost prethodno deponiranog
feromonskog traga te vrijednost heuristi£ke funkcije. Vjerojatnost prelaska iz grada i u grad j odre�ena
je izrazom:

pkij =


ταij ·η

β
ij∑

l∈Nk
i
ταil ·η

β
il

, ako je j ∈ Nk
i

0, ako je j /∈ Nk
i

ηij je pri tome heuristi£ka informacija koja govori koliko se £ini da je dobro iz grada i oti¢i u
grad j. Ovo je tipi£no informacija koja je poznata unaprijed, i u slu£aju problema trgova£kog putnika



94 POGLAVLJE 8. MRAVLJI ALGORITMI

ra£una se kao ηij = 1
dij

, gdje je dij udaljenost grada i od grada j. Parametri α i β pri tome odre�uju
pona²anje samog algoritma. Ako je α = 0, utjecaj feromonskog traga se poni²tava, i pretraºivanje se
vodi samo heuristi£kom informacijom. Ako je pak β = 0, utjecaj heuristi£ke informacije se poni²tava, i
ostaje utjecaj isklju£ivo feromonskog traga, ²to £esto dovodi do prebrze konvergencije suboptimalnom
rje²enju (gdje mravi slijede jedan drugoga po relativno lo²oj stazi). Dobri rezultati postiºu se uz α ≈ 1
i β izme�u 2 i 5.

Nakon ²to su svi mravi napravili rje²enja, rje²enja se vrednuju. Potom se pristupa isparavanju
feromona sa svih bridova, prema izrazu:

τij ← τij · (1− ρ).

Nakon isparavanja, svi mravi deponiraju feromonski trag na bridove kojima su pro²li, i to propor-
cionalno dobroti rje²enja koje su prona²li:

τij ← τij +
m∑
k=1

∆τkij

pri £emu je:

∆τij =

{
1
Ck
, ako je brid i-j na stazi k-tog mrava

0, inace

Implementacija ovog algoritma dana je pseudokodom 8.2.

Pseudokod 8.2 Pseudokod algoritma Ant System.

ponavljaj dok nije kraj

ponovi za svakog mravca

stvori rje²enje

vrednuj rje²enje

kraj ponovi

ispari feromonske tragove

ponovi za sve mrave

azuriraj feromonske tragove

kraj ponovi

kraj ponavljanja

U svrhu ilustracije rada algoritma napravljen je program u programskom jeziku Java, i pokrenut
nad problemom trgova£kog putnika s 30 gradova. Parametri algoritma su redom: m = 30, α = 1,
β = 2, ρ = 0.5. Algoritam je zaustavljen nakon 500 iteracija. Rezultati su prikazani na slikama 8.7 i
8.8.

Elitisti£ka verzija algoritma (engl. Elitist Ant System � EAS) predloºena je kao pobolj²anje algo-
ritma u [Dorigo et al., 1991, 1996]. Kod ove verzije dodatno se pamti globalno najbolje prona�eno
rje²enje. U svakoj iteraciji to se rje²enje tako�er koristi za aºuriranje feromonskih tragova s odre�e-
nom teºinom e. Ovo si moºemo predo£iti kao da postoji jo² jedan mrav (ozna£imo ga s bs) koji u
svakoj iteraciji pro�e upravo najboljim zapam¢enim putem. Pravilo aºuriranja feromona tada dobiva
jo² jedan £lan, pa glasi:

τij ← τij +

m∑
k=1

∆τkij + e ·∆τ bsij

U [Dorigo and Stützle, 2004] se kao vrijednost konstante e navodi upravo broj mrava m.
Prema [Bullnheimer et al., 1999], dodatno pobolj²anje donosi algoritam rangiraju¢eg sustava mrava

(engl. Rank-based Ant System). Kod ovog algoritma, nakon ²to svi mravi stvore rje²enja, mravi se
sortiraju prema kvaliteti rje²enja. Aºuriranje feromona obavlja samo najboljih w − 1 mrava (i to
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Slika 8.7: Rje²enje TSP-a dobiveno algoritmom Ant System.

Slika 8.8: Napredak algoritma Ant System.
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proporcionalno svojem rangu), te mrav koji £uva globalno najbolje rje²enje (koje ulazi s najve¢im
utjecajem):

τij ← τij +
w−1∑
k=1

(w − k)∆τkij + w ·∆τ bsij

Svaki mrav pri tome aºurira samo bridove koji su dio njegovog puta (za sve ostale bridove ∆τkij = 0).
Max-Min Ant System (MMAS) [Stützle and Hoos, 1997, 2000, 1999] jo² je jedno unaprje�enje

algoritma Ant System, koje uvodi 4 modi�kacije.

1. Samo najbolji mrav smije obavljati aºuriranje feromona. Postoje varijante algoritma koje aºuri-
ranje dopu²taju samo globalno najboljem mravu, varijante algoritma koje aºuriranje dopu²taju
samo najboljem mravu u trenutnoj iteraciji, te varijante algoritma koje aºuriranje dopu²taju i
globalno najboljem i najboljem u svakoj iteraciji, i to razli£itim intenzitetom.

2. Kako bi se sprije£ila prerana stagnacija algoritma zbog prethodne modi�kacije, uvodi se gornja
i donja granica na jakost feromonskog traga: τij ∈ [τmin, τmax].

3. Inicijalizacija algoritma feromonski trag na svim bridovima postavlja na njihovu maksimalnu
vrijednost. Ovo zajedno s niskom stopom isparavanja (predlaºe se ρ = 0.02) osigurava da mravi
na po£etku obavljaju ²iroko pretraºivanje prostora rje²enja.

4. Svaki puta kada algoritam do�e u stagnaciju, odnosno kada nema pobolj²anja u kvaliteti rje-
²enja unutar zadanog broja iteracija, obavlja se reinicijalizacija feromonskih tragova na njihove
maksimalne vrijednosti.

Gornja granica pri tome se postavlja na vrijednost:

τmax =
1

ρ · Cbs

i aºurira svaki puta kada se prona�e novo najbolje rje²enje Cbs. Donja granica odre�ena je para-
metrom a prema izrazu:

τmin =
τmin

a
,

gdje je a parametar koji je potrebno izabrati. Pri svakoj promjeni gornje granice, algoritam automatski
mijenja i donju granicu.

Danas postoji jo² niz drugih varijanti mravljih algoritama, a zainteresirani £itatelj se upu¢uje na
[Dorigo and Stützle, 2004].
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Poglavlje 9

Algoritam roja £estica

9.1 Uvod

Algoritam roja £estica (engl. Particle Swarm Optimization) otkriven je sasvim slu£ajno, pri poku²aju
da se na ra£unalu simulira kretanje jata ptica. C. W. Reynolds u svom radu [Reynolds, 1987] promatra
jato ptica kao sustav £estica, gdje svaka £estica (tj. ptica) svoj let ravna prema sljede¢im pravilima: (i)
izbjegavanje kolizija s bliskim pticama, (ii) uskla�ivanje brzine leta s bliskim pticama te (iii) poku²aj
ostanka u blizini drugih ptica. Inspiriran ovim i sli£nim radovima, R. C. Eberhart i J. Kennedy shva¢aju
da se takav sustav moºe koristiti kao optimizator, te svoje ideje objavljuju 1995. godine u dva temeljna
rada [Kennedy and Eberhart, 1995, Eberhart and Kennedy, 1995]. Eberhart, Simpson i Dobbins
1996. godine izdaju knjigu [Eberhart et al., 1996] o uporabi algoritma roja £estica kao univerzalnog
optimizacijskog alata. Tako je, primjerice, u knjizi opisana vrlo uspje²na primjena algoritma roja
£esta za treniranje umjetne neuronske (to£nije, unaprijedne umjetne neuronske mreºe ili vi²eslojnog
perceptrona), gdje se algoritam koristi kao zamjena algoritma Backpropagation. Kona£no, 1997. godine
Eberhart i Kennedy objavljuju rad o prilagodbi algoritma za rad nad diskretnim domenama [Kennedy
and Eberhart, 1997]. Sam algoritam u odre�enoj mjeri inspiriran je i sociolo²kim interakcijama izme�u
pojedinaca u populaciji, gdje svaki pojedinac pamti svoje do tada prona�eno najbolje rje²enje problema,
te ima uvid u najbolje prona�eno rje²enje svojih susjeda, te pretraºivanje usmjerava uzimaju¢i u obzir
obje komponente.

9.2 Opis algoritma

Algoritam roja £estica je populacijski algoritam. Populacija se sastoji od niza jedinki (£estica) koje
lete kroz vi²edimenzijski prostor koji pretraºuju, i pri tome svoj poloºaj mijenjaju temeljem vlastitog
iskustva, te iskustva bliskih susjeda (£ime se modeliraju socijalne interakcije izme�u jedinki). Prilikom
odre�ivanja smjera kretanja, svaka jedinka u odre�enoj mjeri uzima u obzir svoje do tada prona�eno
najbolje rje²enje (individualni faktor), te najbolje prona�eno rje²enje svoje bliske okoline (socijalni
faktor). Utjecaj koji svaka od ovih komponenti ima uvelike odre�uje pona²anje same jedinke: radi li
istraºivanje prostora stanja (ukoliko je dominantni individualni faktor) ili �no pode²avanje prona�enog
rje²enja (ukoliko je dominantni socijalni faktor). Na ovaj na£in sam algoritam kombinira globalno
pretraºivanje prostora stanja te lokalnu pretragu kojom se obavlja �no pode²avanje rje²enja.

Pseudokod 9.1 prikazuje ideju algoritma roja £estica. Algoritam koristi populaciju veli£ine VEL_POP,
te pretraºuje DIM-dimenzijski prostor rje²enja. Pri tome x sadrºi trenutne pozicije svih £estica a v
njihove brzine. Polja x i v su dvodimenzijska: imaju onoliko redaka koliko ima £estica, te onoliko
stupaca koliko rje²enje ima dimenzija. �estice pretraºuju ograni£eni prostor rje²enja, a granice se
£uvaju u poljima xmin i xmax. Brzina svake £estice (te u svakoj dimenziji) ograni£ena je svojom
minimalnom i maksimalnom vrijednosti (primjerice, od -5 do +5), ²to £uvaju polja vmin i vmax.

Algoritam zapo£inje inicijalizacijom populacije. Svaka se £estica smje²ta na neku slu£ajno odabranu
poziciju, i dodjeljuje joj se neka slu£ajno odabrana brzina.

Slijedi glavni dio algoritma koji se ponavlja tako dugo dok se ne ispuni uvjet zaustavljanja (prona-
lazak dovoljno dobrog rje²enja ili dostizanje maksimalnog broja iteracija).
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Pseudokod 9.1 Pseudokod algoritma roja £estica.

// inicijaliziraj_populaciju:

za i = 1 do VEL_POP

za d iz 1 do DIM

x[i][d] = random(xmin[d], xmax[d])

v[i][d] = random(vmin[d], vmax[d])

kraj

kraj

ponavljaj dok nije kraj

// evaluiraj_populaciju:

za i = 1 do VEL_POP

f[i] = funkcija(x[i]);

kraj

// ima li £estica svoje bolje rje²enje?

za i = 1 do VEL_POP

ako je f[i] bolji od pbest_f[i] tada

pbest_f[i] = f[i]

pbest[i] = x[i]

kraj

kraj

// ima li £estica globano najbolje rje²enje?

za i = 1 do VEL_POP

ako je f[i] bolji od gbest_f[i] tada

gbest_f[i] = f[i]

gbest[i] = x[i]

kraj

kraj

// aºuriraj brzinu i poziciju £estice

za i = 1 do VEL_POP

za d iz 1 do DIM

v[i][d] = v[i][d] + c1*rand()*(pbest[i][d]-x[i][d])

+ c2*rand()*(gbest[d]-x[i][d])

v[i][d] = iz_opsega(v[i][d], vmin[d], vmax[d])

x[i][d] = x[i][d] + v[i][d]

kraj

kraj

kraj
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Slika 9.1: Gra�£ki prikaz pomaka £estice kod algoritma roja £estice.

• Za svaku se £esticu izra£una vrijednost funkcije u to£ki koju £estica predstavlja.

• Za svaku se £esticu provjeri njeno do tada zapam¢eno najbolje rje²enje i njeno novo prona�eno
rje²enje. Ako je novo bolje, pamti se kao novo najbolje rje²enje te £estice. U pseudokodu ovo se
pamti u dvodimenzijskom polju pbest (engl. particles best solution). Potrebno je pamtiti rje²enje
i vrijednost funkcije u tom rje²enju.

• U £itavoj populaciji se prona�e najbolje rje²enje, i ako je prethodno zapam¢eno globalno rje²enje
lo²ije, aºurira se na novo prona�eno. U pseudokodu ovo se pamti u polju gbest (engl. global best
solution). Potrebno je pamtiti rje²enje i vrijednost funkcije u tom rje²enju.

• Za svaku £esticu se obavlja aºuriranje trenutne brzine a potom i poloºaja. Najprije se obavi aºuri-
ranje brzine tako da se na trenutnu brzinu doda individualna komponenta modulirana faktorom
individualnosti (c1) i slu£ajnim brojem iz intervala [0, 1] te socijalna komponenta modulirana
faktorom socijalnosti (c2) i slu£ajnim brojem iz intervala [0, 1]. Potom se provjeri je li brzina
izvan dozvoljenog raspona, i ako je, korigira se. Kona£no, u skladu s novom brzinom aºurira se
poloºaj £estice.

Kako vidimo iz opisanoga, aºuriranje se obavlja prema sljede¢im izrazima:

vi,d = vi,d + c1 · rand() · (pbesti,d − x) + c2 · rand() · (gbestd − x)

Faktori c1 i c2 uobi£ajeno se postavljaju na 2.0. Ve¢a vrijednost faktora c1 omogu¢it ¢e ve¢i
stupanj individualnosti jedinke i time poticati istraºivanje prostora, dok ve¢a vrijednost faktora c2

ja£i naglasak stavlja na najbolje rje²enje koje je £itav kolektiv do tada prona²ao, i time osigurava
detaljnije istraºivanje okoline tog rje²enja. Slika 9.1 jednostavnim vektorskim prikazom ilustrira "sile"
koje djeluju na kretanje £estice, i pretpostavlja da se sve dimenzije vektora razlike pbest i x mnoºe
istim slu£ajno generiranim brojem (ista je pretpostavka i za vektor razlike gbest i x). Tako�er, slika je
nacrtana uz c1 = 2.0 i c2 = 2.0.

Prema formuli za aºuriranje brzine, nova brzina rezultat je triju komponenti: vektora ~a, ~b i ~c:

~a = c1 · rand() ·~(pbest− ~x),

~b = c2 · rand() ·~(gbest− ~x),

~c = ~v.
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Vektor ~a predstavlja pomak prema najboljem rje²enju koje je prona²la sama jedinka, odgovaraju¢e
skaliranom. Vektor ~b predstavlja pomak prema najboljem rje²enju kolektiva, tako�er odgovaraju¢e
skaliranom. Vektor ~c poprima staru trenutnu vrijednost brzine, i zapravo predstavlja inerciju same
£estice. Rezultantna brzina suma je sva tri djelovanja: £estica se po inerciji dalje nastavlja gibati, i pri
tome brzinu djelomi£no modi�cira uslijed privla£enja svojeg i kolektivnog najboljeg rje²enja.

9.3 Utjecaj parametara i modi�kacije algoritma

Da bismo pokrenuli opisani algoritam, nuºno je odrediti vrijednosti svih parametara. Pogledajmo
kakav je njihov utjecaj na rad algoritma.

Ograni£enje brzine nuºno je jer bez njega algoritam moºe do¢i u divergentno stanje. Stavimo li
ograni£enje brzine preveliko, £estica moºe preletiti preko podru£ja dobrih rje²enja. Stavimo li pak
ograni£enje brzine na premalu vrijednost, moºe se dogoditi situacija da £estica ostane zato£ena u
lokalnim optimumima � kako je brzina premala, £estica se vi²e ne moºe se oteti utjecaju lokalnog
optimuma. Prema [Eberhart and Shi, 2001], vmax se tipi£no stavlja na 10% do 20% raspona prostora
koji se pretraºuje.

Konstante c1 i c2 modeliraju jakost privla£ne sile izme�u najboljih rje²enja i £estice � ²to ve¢i broj,
to je ve¢a privla£na sila pa ¢e £estica mo¢i manje istraºivati.

Veli£ina populacije tipi£no se kre¢e od 20 do 50. Naravno, postoje i problemi kod kojeg se do
zadovoljavaju¢eg rje²enja dolazi tek s ve¢im populacijama.

9.3.1 Dodavanje faktora inercije

Proces pretraºivanja prostora uobi£ajeno se podijeliti u dva koraka. U prvom korak obavlja se grubo
pretraºivanje kako bi se locirala "zanimljiva" podru£ja, a potom se u drugom koraku obavlja �no
pretraºivanje unutar lociranih kandidata. Kako bi se osiguralo ovakvo pona²anje, izraz za aºuriranje
brzine modi�cira se na sljede¢i na£in:

vi,d = w(t) · vi,d + c1 · rand() · (pbesti,d − x) + c2 · rand() · (gbestd − x)

Inercijska komponenta brzine mnoºi se vremenski promjenjivim faktorom w. Inicijalno, w se pos-
tavlja na vrijednost blizu 1 (primjerice, 0.9), a s pove¢anjem broja iteracija t vrijednost se smanjuje
prema nekoj minimalnoj vrijednosti. Ako s wmax i wmin ozna£imo ºeljenu maksimalnu i minimalnu
vrijednost, te s T ozna£imo iteraciju u kojoj teºinski faktor treba pasti na wmin, za aºuriranje moºemo
koristiti sljede¢i izraz:

w(t) =

{
t
T · (wmin − wmax) + wmax, t ≤ T

wmin, t > T.

Aºuriranje pozicije £estice radi se na uobi£ajeni na£in.

9.3.2 Stabilnost algoritma

Ve¢ smo spomenuli da je jedan od na£ina da se poku²a osigurati stabilnost algoritma (u smislu da se
sprije£i divergencija) ograni£avanje iznosa brzine. Matemati£ka analiza samog algoritma (vidi [Clerc,
1999]) pokazuje da se stabilnost moºe posti¢i ako se izraz za aºuriranje brzine modi�cira dodavanjem
faktora ograni£enja (engl. constriction factor) K:

vi,d = K ·
[
vi,d + c1 · rand() · (pbesti,d − x) + c2 · rand() · (gbestd − x)

]
gdje je K funkcija parametara c1 i c2 i de�niran je prema izrazu:

K =
2∣∣∣2− φ−√φ2 − 4 · φ

∣∣∣ .
Pri tome je φ = c1 + c2, φ > 4. Prema [Eberhart and Shi, 2001], φ se tipi£no postavlja na 4.1

(c1 = 2.05, c2 = 2.05), ²to daje za K vrijednost 0.729.
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Ivana Pero Marija

Marko

IvanAnicaStjepan

Slika 9.2: Primjer de�niranog susjedstva.

9.3.3 Lokalno susjedstvo

Kod algoritma roja £estica opisanog pseudokodom 9.1 svaka £estica osje¢a utjecaj dviju sila. Prva sila
je vlastito iskustvo, odnosno najbolje rje²enje koje je sama £estica prona²la. Druga sila je iskustvo
kolektiva, odnosno najbolje rje²enje koje je prona²ao £itav kolektiv. Ovakva vrsta algoritma roja £estica
jo² se naziva potpuno-informirani algoritam roja £estica (engl. Fully informed PSO). Nezgodno svojstvo
ove ina£ice algoritma jest mogu¢nost prerane konvergencije � £im jedna jedinka na�e potencijalno dobro
rje²enje, sve su jedinke automatski privu£ene k tom rje²enju, ²to moºe sprije£iti temeljito istraºivanje
prostora stanja i pronalazak eventualno jo² boljih rje²enja.

Kako bi se tomu dosko£ilo, razvijena je ina£ica algoritma kod koje jedinkama nije dostupna infor-
macija o globalno najboljem rje²enju. Umjesto toga, uveden je topolo²ki ure�aj u populaciju. Za svaku
se jedinku zna tko su joj susjedi. Posluºimo se za trenutak ilustrativnim primjerom. Neka se na²a
populacija sastoji od sljede¢ih jedinki: Ivana, Pero, Marija, Marko, Ivan, Anica i Stjepan. Susjedstvo
se de�nira preko poznanstava: Ivana zna Peru i Stjepana, pa su Pero i Stjepan njezini susjedi, i Ivana
¢e komunicirati samo s njima. Pero zna Ivanu i Mariju, pa su Ivana i Marija njegovi susjedi, i Pero
¢e komunicirati samo s njima. Sli£no moºemo napraviti i za ostale jedinke (vidi sliku 9.2; susjedi su
osobe direktno povezane strelicama).

Prilikom pretraºivanja prostora stanja, kada jedinki zatreba kolektivno najbolje rje²enje, jedinka
¢e to rje²enje izra£unati tako da pogleda svoje najbolje rje²enje i najbolja rje²enja svojih susjeda
� globalna informacija jedinki nije dostupna. Primjerice, kada Ivana treba utvrditi kamo dalje, za
utvr�ivanje najboljeg rje²enja kolektiva pogledat ¢e svoje najbolje rje²enje, najbolje rje²enje Pere i
najbolje rje²enje Stjepana. Ovdje je vaºno uo£iti da se susjedstvo ne de�nira prema blizini u prostoru
rje²enja. Prilikom pretraºivanja, Ivana i Pero mogu se udaljiti, i Ivani Marija moºe do¢i i puno bliºa
no ²to je Pero; me�utim, Marija time ne¢e postati susjeda Ivani.

Kada pi²emo konkretnu implementaciju ove vrste algoritma roja £estica, moramo se odlu£iti na
koji ¢emo na£in de�nirati susjedstvo, jer to nije jednozna£no. Jedan od £estih na£ina jest da se de�nira
parametar ns (veli£ina susjedstva), a £estice sloºe u niz. Ako je ns = 1, svaka je £estica isklju£ivo susjed
sama sebi. Ako je ns = 2, susjedi od £estica(i) su £estica(i-1), £estica(i) te £estica(i+1).
Ako je ns = 3, susjedi od £estica(i) su sve £estice od £estica(i-2) do £estica(i+2), itd. U tom
slu£aju, kolektivno najbolje rje²enje ozna£avamo s lbest (engl. local best). Izraz za aºuriranje brzine
tada umjesto gbest koristi lbest(i), gdje je lbest(i) najbolje rje²enje susjedstva i-te £estice:

vi,d = vi,d + c1 · rand() · (pbesti,d − x) + c2 · rand() · (lbesti,d − x).

Prema [Eberhart and Shi, 2001], prikladne veli£ine susjedstva su oko 15% ukupne veli£ine popula-
cije. Ako s VEL_SUS ozna£imo ukupan broj £estica koje £ine susjedstvo, vrijedi:

VEL_SUS = 1 + 2 · ns.

Za vi²e informacija na ovu temu £itatelj se upu¢uje na nedavno objavljeni rad [Montes de Oca
et al., 2009].

9.4 Primjer rada algoritma

Primjer u nastavku prikazuje optimizaciju funkcije:
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(a) Po£etno stanje (b) Nakon prvog koraka

(c) Nakon drugog koraka (d) Nakon 37. koraka

(e) Nakon 60. koraka (f) Nakon 120. koraka

Slika 9.3: Prikaz rada algoritma roja £estica

f(x1, x2, . . . , xn) = 10 · n+
n∑
i=1

(
x2
i − 10 · cos(2 · π · xi)

)
.

Konkretno, traºimo vektor ~x za koji funkcija poprima minimalnu vrijednost. Analiti£ki, rje²enje
ve¢ znamo: to je ishodi²te, u kojem je vrijednost funkcije 0. Ova funkcija uzeta je stoga ²to ima
niz lokalnih optimuma koji postupak pretraºivanja globalnog optimuma bitno oteºavaju. Prikaz rada
algoritma za slu£aj D = 2 prikazan je na slici 9.3, dok slika 9.4 prikazuje ovisnost najboljeg i prosje£nog
rje²enja populacije u ovisnosti o epohi algoritma.
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Slika 9.4: Ovisnost najboljeg i prosje£nog rje²enja o iteraciji kod algoritma roja £estica.
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Poglavlje 10

Umjetni imunolo²ki algoritmi

10.1 Uvod

Darwinova teorija o razvoju vrsta posluºila je kao inspiracija za jednu veliku porodicu algoritama;
spomenimo, primjerice, samo genetske algoritme s kojima smo se ve¢ upoznali u poglavlju 2. Temeljna
premisa ove teorije jest seksualno razmoºavanje kod kojega nove jedinke dobivaju genetski materijal
od oba roditelja i dodatno bivaju mutirane. Pod utjecajem okoline, bolje i prilago�enije jedinke imaju
ve¢u ²ansu za daljnje razmoºavanje, ²to u kona£nici dovodi do izumiranja lo²ijih jedinki, i postupnom
prilago�avanju vrste okolini u kojoj ºivi. Ovi principi iskori²teni su za izgradnju genetskog algoritma
koji proces evolucije simulira uporabom dva genetska operatora: kriºanjem koje temeljem genetskog
materijala dvaju roditelja stvara novog potomka, te mutacijom koja u genetski kôd djeteta unosi
slu£ajne izmjene. Me�utim, pogledamo li sada malo dublje u jednog pojedinca, otkrit ¢emo tako�er
nevjerojatan mehanizam koji, primjerice, £ovjeku omogu¢ava preºivljavanje � njegov imunolo²ki sustav!
Prilikom ro�enja, £ovjekov imunolo²ki sustav ve¢ raspolaºe odre�enim mehanizmima za borbu protiv
poznatih antigena (napada£a). Primjerice, ukoliko u tijelo u�u antigeni, tijelo raspolaºe posebnom
vrstom stanica koje su okruºe antigen i potom ga uni²te. Ovaj mehanizam ²titi nas od velikog broja
bolesti, no naºalost, ne svih.

Posebnost imunolo²kog sustava jest sposobnost prilagodbe i sposobnost u£enja, ²to nam omogu-
¢ava obranu od bolesti kojima prethodno nismo bili izloºeni, te stjecanje imuniteta. Ukoliko uro�eni
imunolo²ki sustav ne prepozna i ne uni²ti antigene, aktivirat ¢e se drugi dio imunolo²kog sustava koji je
zaduºen za reakciju na speci�£ne antigene (ovo je proces koji moºe potrajati i nekoliko dana). �to se tu
zapravo doga�a? Za obranu od antigena u tijelu su zaduºene B-stanice koje lu£e antitijela (B-stanice
proizvode se u ko²tanoj srºi). Ulaskom antigena u tijelo dio B-stanica zapo£et ¢e lu£enje antitijela.
Antitijela imaju receptore kojima se mogu povezati s antigenom, a do ovog povezivanja ¢e do¢i ukoliko
su antitijelo i receptor kompatibilni. Mjeru ove kompatibilnosti zvat ¢emo a�nitetom. Povezivanje anti-
gena s antitijelom stimulira B-stanicu koja je proizvela antitijelo i B-stanica zapo£inje proces dijeljenja
(mitoza), £ime nastaje velika koli£ina klonova B-stanice koji sazrijevaju i lu£e nove koli£ine antitijela
kao odgovor na nastalu infekciju. Prilikom procesa kloniranja B-stanice dolazi do nasumi£nih mutacija
u genetskom kodu B-stanice. Uslijed ovih mutacija dio nastalih klonova proizvodit ¢e antitijela koja ¢e
imati jo² ve¢i a�nitet prema antigenu, ²to ¢e pak uzrokovati novi ciklus kloniranja tih stanica. Nakon
nekog vremena, na ovaj na£in u tijelu ¢e se razviti B-stanice koje mogu vrlo e�kasno odgovoriti na
speci�£ni antigen koji je uzrokovao infekciju. Uni²tenjem antigena, me�utim, dio B-stanica ostat ¢e u
tijelu, i ukoliko se nakon nekog vremena opet nai�e na isti antigen (ponovni razvoj infekcije), odgovor
imunolo²kog sustava sada ¢e biti daleko ja£i i e�kasniji no ²to je to bilo prvog puta. Opetovanim
izlaganjem istim antigenima, tijelo ¢e u kona£nici razviti brz i e�kasan odgovor na taj antigen, i mi
time postajemo imuni na tu bolest. Zanimljivo je uo£iti da je £itav postupak usavr²avanja B-stanica
vo�en isklju£ivo slijepim nasumi£nim mutacijama receptora.

Vaºno je napomenuti da prethodni opis predstavlja samo grupo pojednostavljenje sloºenih interak-
cija koje se odvijaju u imunolo²kom sustavu � no i to je dovoljno kako bismo opisali osnovne algoritme.
Teoriju koja obja²njava ²to kako radi imunolo²ki sustav razvio je Burnet [Burnet, 1957, 1959, 1978],
po£ev jo² davne 1957. godine. Podru£je umjetnih imunolo²kih sustava (engl. AIS � Arti�cial Im-
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mune Systems) bavi se razvojem modela i apstrakcija imunolo²kog sustava i njihovom primjenom u
algoritmima za rje²avanje problema u znanosti i inºenjerstvu [de Castro and Timmis, 2002]. Mi ¢emo
se ovdje fokusirati na algoritme klonske selekcije (engl. CSA � Clonal Selection Algorithms). To su
algoritmi koji pripadaju razredu imunolo²kih algoritama (engl. IA � Immunological Algorithms), za
£iji je razvoj iskori²ten prethodno opisani princip klonske selekcije (engl. Clonal Selection Principle)
[Cutello and Nicosia, 2005, de Castro and Timmis, 2002]. Vaºno je napomenuti da zbog jednostavnosti,
ve¢ina algoritama ne uvodi distinkciju izme�u pojmova B-stanica i antitijelo, te ta dva pojma tretira
kao jedan.

10.2 Jednostavni imunolo²ki algoritam

Jednostavni imunolo²ki algoritam (engl. SIA � Simple Immunological Algorithm) autora Cutello i
Nicosia razvijen je 2002. godine, i opisan u [Cutello and Nicosia, 2002a,b, 2005]. Algoritam moºe sluºiti
za izradu klasi�katorskih sustava te za optimizaciju. Ovdje ¢emo ga opisati s aspekta optimizacijskog
algoritma.

SIA je populacijski algoritam koji radi s populacijom antitijela. Pri tome je svako antitijelo zapravo
jedno rje²enje problema koji se optimira. Antigen u ovom kontekstu predstavlja samu funkciju £iji se
optimum traºi. A�nitet pojedinog antitijela (rje²enja) prema antigenu (funkciji) tada je predstavljen
kvalitetom (tj. dobrotom; engl. �tness) samog rje²enja. Ukoliko se radi o maksimiziranju funkcije,
tada je a�nitet naj£e²¢e jednak upravo iznosu same funkcije u promatranom rje²enju.

Izvorni opis algoritma za kodiranje rje²enja koristi binarne nizove duljine l bitova (direktna analogija
je binarno kodiranje kromosoma kod genetskog algoritma); me�utim, postupak je pro²iriv na bilo kakvu
reprezentaciju rje²enja. Izvedba algoritma dana je pseudokodom 10.1.

Pseudokod 10.1 Pseudokod jednostavnog imunolo²kog algoritma.

SIA(Ag, l, d, dup)

t = 0

inicijaliziraj P(0) = {x1, x2, ..., xd}

evaluiraj(P(0), Ag)

ponavljaj dok nije zaustavi(P(t))

Pclo = kloniraj(P(t), dup)

Phyp = hipermutiraj(Pclo)

evaluiraj(Phyp, Ag)

P(t+1) = odaberi(Phyp + P(t), d)

t = t+1

kraj ponavljanja

kraj

Parametri algoritma su:

• Ag � funkcija koju se optimira,

• l � broj bitova rje²enja,

• d � veli£ina populacije rje²enja, te

• dup � broj klonova svakog rje²enja.

Algoritam zapo£inje stvaranjem inicijalne populacije antitijela (rje²enja) P (0) veli£ine d. U slu£aju
da se rje²enja prikazuju binarno, ovo zna£i slu£ajno stvaranje d sljedova nula i jedinica, svaki duljine
l. Potom se ra£una a�nitet svakog antitijela (tj. rje²enja se vrednuju).

Zatim se ulazi u petlju koja se ponavlja tako dugo dok uvjet zaustavljanja nije zadovoljen. To,
primjerice, moºe biti pronalazak dovoljno dobrog rje²enja ili prekora£enje maksimalnog broja iteracija.



10.3. ALGORITAM CLONALG 109

Slika 10.1: Problem obilaska 30 gradova rije²en algoritmom SIA.

U petlji se radi sljede¢e. Svako antitijelo klonira se dup puta. Ovime iz populacije P (t), gdje je
t oznaka iteracije, nastaje populacija klonova P clo veli£ine d · dup. Svako antitijelo iz populacije P clo

prolazi potom kroz proces hipermutacije, £ime nastaje nova populacija P hyp iste veli£ine. Operator
hipermutacije predstavlja nasumi£nu promjenu receptora antitijela u poku²aju da se antitijelo bolje
prilagodi povezivanju s antigenom. Kod ovog algoritma hipermutacija nasumi£no mijenja jedan bit na
nasumi£no odabranoj poziciji (ili u slu£aju nekog drugog na£ina predstavljanja rje²enja obavlja jednu
jednostavnu promjenu). Potom se za sve jedinke iz populacije P hyp ra£unaju a�niteti (vrednuju se
nastala rje²enja). Na kraju se iz unije populacija P (t) i P hyp izabire d antitijela najve¢eg a�niteta koji
postaju nova populacija P (t+1) za sljede¢i prolaz kroz petlju. Uo£imo kako je zbog ovoga algoritam
automatski elitisti£ki: ako su hipermutacijom nastala samo gora rje²enja od trenutno najboljeg iz P (t),
to najbolje ¢e biti preneseno u novu populaciju i time o£uvano.

Analiza sloºenosti samog algoritma moºe se pogledati u [Cutello and Nicosia, 2005].
Kako bismo demonstrirali rad algoritma na nekom malo sloºenijem problemu, napravljena je im-

plementacija u programskom jeziku Java koja uporabom ovog algoritma rje²ava problem trgova£kog
putnika s 30 gradova.

Antitijelo je pri tome predstavljeno kao vektor od 30 elemenata. Element na i-tom mjestu je cijeli
broj koji predstavlja indeks grada koji trgova£ki putnik treba posjetiti u i-tom koraku. Operator
hipermutacije izveden je tako da nasumi£no odabere dva koraka i zamijeni gradove koje trgova£ki
putnik posje¢uje u tim koracima.

Program je pokrenut uz sljede¢e parametre:

• broj antitijela u populaciji: 50,

• broj klonova za svaku stanicu: 10, te

• maksimalni broj iteracija: 500.

Na testnom primjeru (vidi sliku 10.1) teorijski najkra¢i put iznosi 1035,963 km, ²to je algoritam
i prona²ao. Kretanje prosje£nog rje²enja populacije kao najboljeg rje²enja ovisno o broju iteracija
algoritma prikazuje slika 10.2.

U nastavku slijedi opis algoritma CLONALG.

10.3 Algoritam CLONALG

CLONALG je kratica od Clonal Selection Algorithm. Ovaj algoritam predloºili su 1999. i kasnije
razradili (2000., 2002.) De Castro i Von Zuben [de Castro and Zuben, 1999, 2000, 2002]. Opis
algoritma dan je pseudokodom 10.2.
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Slika 10.2: Napredak algoritma SIA na problemu TSP s 30 gradova.

Pseudokod 10.2 Pseudokod algoritma CLONALG.

CLONALG(Ag, n, d, beta)

t = 0

inicijaliziraj P(0) = {x1, x2, ..., xd}

ponavljaj dok nije zaustavi(P(t))

evaluiraj(P(t), Ag)

P(t) = odaberi(P(t), n)

Pclo = kloniraj(P(t), beta)

Phyp = hipermutiraj(Pclo)

evaluiraj(Phyp, Ag)

P' = odaberi(Phyp, n)

Pbirth = stvoriNove(d)

P(t+1) = zamijeni(P', Pbirth)

t = t+1

kraj ponavljanja

evaluiraj(P(t), Ag)

kraj
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Ideja algoritma je sli£na kao i kod SIA, pri £emu se antitijela podvrgavaju postupku kloniranja pro-
porcionalno njihovom a�nitetu, te postupku hipermutacije obrnuto proporcionalno njihovom a�nitetu.
Antitijela su sada nizovi od l elemenata, pri £emu su elementi realni brojevi pa se svako antitijelo moºe
promatrati kao to£ka u l-dimenzijskom prostoru.

Parametri algoritma su sljede¢i:

• Ag � antigen, funkcija koju optimiramo,

• n � broj antitijela u populaciji,

• d � broj novih jedinki koje ¢emo u svakom koraku slu£ajno stvoriti i dodati u populaciju, te

• β � parametar koji odre�uje veli£inu populacije klonova.

Algoritam zapo£inje stvaranjem po£etne populacije antitijela P (0). Antitijela se stvaraju nekim slu-
£ajnim mehanizmom. Potom se ulazi u petlju koja se ponavlja dok uvjet zaustavljanja nije zadovoljen
(autori izvorno kao uvjet zaustavljanja jedino navode �ksan broj iteracija).

U petlji se najprije ra£una a�nitet svih antitijela obzirom na antigen (vrednuju se rje²enja obzirom
na funkciju koja se optimira). Potom se operatorom odaberi odabiru antitijela koja ¢e se klonirati.
Izvorno, algoritam odabire svih n antitijela (pa u tom slu£aju ovo naprosto moºemo presko£iti), no
dozvoljava se i odabir manjeg broja.

Pristupa se procesu kloniranju odabranih antitijela (stvara se populacija P clo). Pri tome je broj
klonova pojedinog antitijela direktno proporcionalan a�nitetu tog antitijela: ²to je a�nitet ve¢i, to je
broj klonova ve¢i. Ukupni broj klonova koji ¢e u¢i u populaciju klonova P clo ozna£en je s NC i odre�en
parametrom β prema izrazu:

NC =
n∑
i=1

b(β · n)/ic.

Umjesto funkcije poda bxc moºe se koristiti i klasi£no zaokruºivanje na najbliºi cijeli broj.
Nakon ²to je zavr²en proces kloniranja, pristupa se hipermutacijama klonova. Pri tome je inten-

zitet hipermutacije obrnuto proporcionalan a�nitetu antitijela. Izvorno, autori predlaºu da se koristi
vjerojatnosna distribucija odre�ena izrazom:

p = e−ρ·f

gdje je ρ korisni£ki de�niran parametar, a f normalizirana vrijednost a�niteta. Izraz koji se tako�er
£esto koristi je:

p =
1

ρ
e−f

Nakon ²to je operatorom hipermutacije stvorena populacija P hyp, ra£unaju se a�niteti svih stvore-
nih antitijela obzirom na antigen. Potom se novu populaciju odabire n najboljih antitijela iz populacije
P hyp. Dodatno, kako bi se diverzi�cirala populacija (unio novi genetski materijal), stvara se d novih
antitijela (slu£ajnim mehanizmom), i tih d antitijela zamjenjuje d antitijela s najmanjim a�nitetom.

Analiza sloºenosti samog algoritma moºe se pogledati u [Cutello and Nicosia, 2005]. Spomenimo
samo da je ona ve¢a od prethodno opisanog algoritma jer uklju£uje i sortiranja kompletnih populacija.

Kako bi se provjerio rad algoritma, napravljena je implementacija u programskom jeziku Java. Re-
zultat izvo�enja algoritma prikazan je na slici 10.3, dok je napredak algoritma po iteracijama prikazan
na slici 10.4.

Rezultati su dobiveni uz n = 200, d = 20 i β = 5.
Prokomentirajmo jo² na£in na koji je u tom konkretnom primjeru izveden operator hipermutacije.

Kako je svaki antigen predstavljen kao niz indeksa gradova, mutacija se izvodi zamjenom gradova koje
treba posjetiti u dva slu£ajno odabrana koraka. Ovih se zamjena pri tome obavlja to vi²e, ²to je a�nitet
antitijela manji. Odabrano je da se broj zamjena kre¢e od 1 za najbolje antitijelo pa sve do 1 + l · ρ
za najlo²ije antitijelo (gdje je l broj gradova, ρ pozitivna konstanta manja od 1). Postavljen je zahtjev
da to£an broj (k) bude odre�en izrazom:

k = 1 + l ·
(

1− e−r/τ
)
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Slika 10.3: Problem obilaska 30 gradova rije²en algoritmom CLONALG.

Slika 10.4: Napredak algoritma CLONALG na problemu TSP s 30 gradova.
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pri £emu je r rang antitijela (0 za najbolje antitijelo, 1 za sljede¢e, itd). Promatramo li k kao funkciju
od r, iz zahtjeva: k(0) = 0 i k(n− 1) = 1 + l · ρ slijedi

τ = − n− 1

ln(1− ρ)
.

Za potrebe eksperimenta odabrano je ρ = 0.25, ²to uz n = 200 daje τ ≈ 691.736 (uo£imo da je
maksimalni rang jednak n− 1).

Kako bi se o£uvalo najbolje rje²enje, jedan klon antitijela ranga 0 direktno je propu²ten u populaciju
P hyp (na tom jednom klonu najboljeg primjerka zabranjena je mutacija).

10.4 Pregled kori²tenih operatora

U nastavku ¢emo ukratko nabrojati i opisati vrste operatora koji se danas uobi£ejeno koriste kod
imunolo²kih algoritama. Detaljna razmatranja ovih operatora kao i dokaz konvergencije imunolo²kih
algoritama nalazi se u [Cutello et al., 2007].

10.4.1 Operator kloniranja

Operator kloniranja zaduºen je za stvaranje populacije klonova iz postoje¢e populacije antitijela. Ope-
rator stati£kog kloniranja (engl. static cloning operator) [Cutello and Nicosia, 2002a] svako antitijelo
iz izvorne populacije klonira dup puta, £ime stvara populaciju klonova P clo veli£ine d · dup. Operator
proporcionalnog kloniranja (engl. proportional cloning operator) [de Castro and Zuben, 2002] za svako
antitijelo stvara broj klonova koji je proporcionalan a�nitetu antitijela (tako da bolja antitijela dobiju
vi²e klonova). Vjerojatnosno kloniranje (engl. probabilistic cloning) [Cutello et al., 2003] de�nira pa-
rametar pc (engl. clonal selection rate) temeljem kojeg iz izvorne populacije bira antitijela koja ¢e biti
klonirana.

10.4.2 Operatori mutacije

Operator mutacije djeluje nakon kloniranja, i tipi£nu u populaciju unosi slijepe promjene nad genima.
Broj mutacija koje ¢e se napraviti nad jednim antitijelom odre�en je potencijalom slu£ajne mutacije
(engl. random mutation potential) [Cutello et al., 2005].

Kod stati£ke hipermutacije (engl. static hypermutation) broj mutacija ne ovisi o funkciji dobrote
f(x), ve¢ je ograni£en nekom konstantom c.

Kod proporcionalne hipermutacije (engl. proportional hypermutation) broj mutacija nad jednim
antitijelom proporcionalan je funkciji dobrote f(x), te je odre�en izrazom (f(x)− f∗) · (c · l). Pri tome
je f∗ minimalna funkcija dobrote antitijela iz trenutne populacije.

Kod inverzno proporcionalne hipermutacije (engl. inversely proportional hypermutation) broj mu-
tacija nad jednim antitijelom obrnuto je proporcionalan funkciji dobrote f(x), te je odre�en izrazom
(1− f∗

f(x)) · (c · l) + (c · l) gdje je f∗ minimalna funkcija dobrote antitijela iz trenutne populacije.
Kod hipermakromutacije (engl. hypermacromutation) broj mutacija ne ovisi niti o funkciji dobrote,

niti o konstanti c. Mutacija se radi tako da se slu£ajno odaberu dva indeksa i i j tako da vrijedi
1 ≤ i < j ≤ l (gdje je l broj gena) i potom se s odre�enom vjerojatno²¢u mutiraju svi geni u nizu
po£ev od i-tog pa do j-tog.

10.4.3 Operator starenja

Starenje je operator koji osigurava da antitijelo ne ostane predugo u populaciji.
Kod stati£kog operatora starenja (engl. static pure aging operator) de�nira se vrijeme τB kao

broj iteracija koje antitijelo moºe preºivjeti u populaciji. Po isteku tog vremena, antitijelo se bri²e
iz populacije, neovisno o njegovoj dobroti. Kod ove vrste algoritama, operator kloniranja klonovima
prepisuje starost roditelja. Potom, nakon faze vrednovanja klonovima koji su bolji od svojih roditelja
starost se resetira na 0. Elitisti£ka verzija algoritma postiºe se tako da se u svakoj iteraciji starost
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najboljeg antitijela tako�er resetira na 0 (£ime se osigurava da najbolje antitijelo nikada ne bude
uni²teno).

Kod stohasti£kog operatora starenja (engl. stohastic aging operator) antitijelo iz populacije moºe
biti izbrisano i prije isteka τB, ²to je de�nirano vjerojatno²¢u preºivljavanja koja se smanjuje pove¢a-
njem starosti antitijela. Elitisti£ka verzija algoritma tada se dobiva tako da se vjerojatnost preºivlja-
vanja za najbolje antitijelo uvijek postavi na 1.

10.5 Druga podru£ja

U okviru ovog poglavlja od imunolo²kih algoritama prikazano je samo jedno usko podru£je koje se
temelji na primjeni principa klonske selekcije. Radi potpunosti pregleda, nuºno je spomenuti da da-
nas postoje £etiri glavna podru£ja istraºivanja: algoritmi negativne selekcije (engl. negative selection
algorithms � NSA), algoritmi imunolo²kih mreºa (engl. immune network algorithms � INA), algoritmi
zasnovani za teoriji opasnosti (engl. danger theory algorithms � DTA) te algoritmi klonske selekcije
(engl. clonal selection algorithms).
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Poglavlje 11

Algoritam diferencijske evolucije

11.1 Uvod

Algoritam diferencijske evolucije, iako izravno ne pripada me�u biolo²ki inspirirane algoritme, ima
dosta sli£nosti s genetskim algoritmom. To je tako�er populacijski algoritam koji nove potomke stvara
uporabom operatora diferencijacije.

Razvoj algoritma diferencijske evolucije moºe se pratiti jo² od 1994. godine, kada je Storn u
£asopisu Dr. Dobbs Journal opisao algoritam genetskog kaljenja (engl. Genetic Annealing) [Price,
1994]. Godinu dana kasnije, prva verzija algoritma diferencijske evolucije opisana je u tehni£kom
izvje²taju [Storn and Price, 1995], nakon £ega je uslijedio niz radova [Storn and Price, 1996, Price and
Storn, 1997, Storn and Price, 1997, Price, 1997, 1999].

Prva izvedba algoritma bila je napravljena za rje²avanje optimizacijskih problema funkcija u kon-
tinuiranom prostoru. Stoga algoritam sva rje²enja tretira kao D-dimenzijske vektore. Osnovna ideja
algoritma jest modi�cirati jedinke trenutne populacije linearnom kombinacijom drugih jedinki iste po-
pulacije. Ovakav pristup ima £esto poºeljno svojstvo adaptivnog koraka pretraºivanja; naime, kako se
modi�kacija jedinki radi skaliranom diferencijom dviju slu£ajno odabranih jedinki, u slu£aju kada je
populacija dosta raspr²ena, i promjene ¢e biti dosta velike. S druge strane, kada se populacija preseli
u blizinu optimuma, diferencije izme�u svih jedinki ¢e biti male pa ¢e i modi�kacije biti male, £ime se
pospje²uje brzo napredovanje prema optimumu, odnosno konvergencija.

Da bismo objasnili kako algoritam radi, krenimo s pretpostavkom da rje²avamo optimizacijski
problem pronalaska vektora ~x koji minimizira zadanu funkciju f(~x); neka je pri tome vektor ~x D-
dimenzijski, tj. ~x = (x0, x1, . . . , xD−1).

Op¢eniti koraci algoritma prikazani su u nastavku.

1. Stvori po£etnu populaciju.

2. Ponavljaj (generacijska petlja)

(a) Kreni po svim jedinkama (petlja po trenutnim rje²enjima)

i. Trenutnu jedinku prozovi ciljnim vektorom.

ii. Generiraj bazni vektor i mutiraj ga: rezultat nazovimo vektor mutant. Generiranje
mutanta radi se u skladu s nekom strategijom (opisano kasnije).

iii. Kriºaj ciljni vektor i vektor mutant : rezultat nazovimo probni vektor ; postoji vi²e na£ina
kriºanja (opisano kasnije).

iv. Primijeni operator selekcije: u sljede¢u generaciju po²alji probni vektor ako nije lo²iji
od ciljnog vektora; ina£e po²alji ciljni vektor.

(b) Stvorenu populaciju proglasi novom "trenutnom" generacijom.

Sada ¢emo detaljnije pogledati svaki od navedenih koraka.

117
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11.2 Stvaranje po£etne populacije

Algoritam diferencijske evolucije je populacijski algoritam. Pretpostavimo da je broj jedinki koje je
potrebno stvoriti jednak n. Jedinke su D-dimenzijski vektori pri £emu su dozvoljene vrijednosti koje
j-ta komponenta vektora ~xi moºe poprimiti ograni£ene s bL,j ≤ (~xi)j ≤ bU,j , 0 ≤ j ≤ D − 1. Uz
takve uvjete stvaranje po£etne populacije opisano je pseudokodom 11.1. Oznaka x(j,i) pri tome
ozna£ava j-tu komponentu vektora ~xi. Funkcija slucajno(a,b) za decimalne brojeve a i b vra¢a
slu£ajni decimalni broj iz raspona [a, b).

Pseudokod 11.1 Pseudokod algoritma za stvaranje po£etne populacije.

ponavljaj za i iz 0 do n-1

ponavljaj za j iz 0 do D-1

x(j,i)=bL(j) + slucajno(0.0,1.0) * (bU(j)-bL(j))

kraj

kraj

11.3 Diferencijska mutacija

Prvi korak u stvaranju nove jedinke je stvaranje vektoramutanta (engl. mutant vector) za svaku jedinku
trenutne generacije g. Taj ¢e vektor potom biti iskori²ten kako bi se kriºanjem stvorila nova jedinka
koja ¢e potom postati kandidat za ubacivanje u sljede¢u generaciju (g+1) � zvat ¢emo je probni vektor.
Pretpostavimo da promatramo i-tu jedinku populacije. Taj vektor ~xi,g (i-to rje²enje u generaciji g)
zvat ¢emo ciljni vektor (engl. target vector). Potrebno je stvoriti bazni vektor i mutirati ga kako bismo
izgradili vektor mutant. Najjednostavnija strategija jest posredstvom slu£ajnog mehanizma odabrati
jo² tri jedinke iz trenutne populacije u koraku g. Ozna£imo njihove indekse r0, r1 i r2. Sva £etiri
broja (i, r0, r1 i r2) pri tome moraju biti razli£ita. Prvi odabrani vektor (~xr0,g) proglasit ¢emo baznim
vektorom (engl. base vector). Druga dva slu£ajno odabrana vektora posluºit ¢e nam za implementaciju
mutacije baznog vektora: vektor mutant ~vi, g de�nirat ¢emo kao zbroj baznog vektora i skalirane razlike
preostala dva slu£ajno odabrana vektora, ²to prikazuje izraz (11.1). Napomenimo da je ovo samo jedna
mogu¢a strategija generiranja vektora mutanta: detaljniji prikaz dan je ne²to kasnije.

~vi,g = ~xr0,g + F · (~xr1,g − ~xr2,g) (11.1)

Gra�£ki prikaz izgradnje vektora mutanta za slu£aj dvodimenzijskih vektora prikazan je na slici
11.1; skalirana razlika vektora F ·(~xr1,g−~xr2,g) dodana je baznom vektoru ~xr0,g £ime je izgra�en vektor
mutant ~vi,g.
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Slika 11.1: Djelovanje operatora diferencijske mutacije kod algoritma diferencijske evolucije.
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11.4 Kriºanje

Nakon ²to je za neki �ksirani ciljni vektor ~xi,g izgra�en vektor mutant ~vi,g, provodi se postupak kri-
ºanja kako bi se izgradio probni vektor ~ui,g (engl. trial vector). Kriºanje se pri tome provodi izme�u
izgra�enog vektora mutanta i ciljnog vektora. Autori algoritma pri tome predlaºu dvije izvedbe kriºa-
nja: eksponencijalno kriºanje te uniformno (binomno) kriºanje. U oba slu£aja de�nira se parametar
Cr koji de�nira vjerojatnost kriºanja (0 ≤ Cr ≤ 1). Tako�er, u oba slu£aja inzistira se da u probni
vektor u�e barem jedna komponenta vektora mutanta. Stoga obje implementacije zapo£inju tako da
se posredstvom slu£ajnog mehanizma odabere komponenta koja se iz vektora mutanta kopira u probni
vektor i to se u£ini. Daljnje postupanje ovisi o vrsti kriºanja koje se provodi i opisano je u nastavku.

11.4.1 Eksponencijalno kriºanje

Postupak eksponencijalnog kriºanja zapo£inje odabirom komponente koja ¢e se sigurno prekopirati iz
vektora mutanta u probni vektor. Tu ¢emo poziciju na gra�£kom prikazu ozna£iti kao start. odabranu
komponentu prekopiramo u probni vektor. Potom posredstvom slu£ajnog mehanizma uz vjerojatnost
Cr odlu£ujemo ho¢emo li i sljede¢u komponentu prekopirati iz vektora mutanta; ako je odgovor da,
kopiramo je i posredstvom slu£ajnog mehanizma opet uz vjerojatnost Cr odlu£ujemo ho¢emo li i njoj
sljede¢u komponentu prekopirati iz vektora mutanta i tako redom. Prvi puta kada odluka bude ne, pos-
tupak kopiranja komponenata iz vektora mutanta prestaje i sve nepopunjene komponente preuzimaju
se iz ciljnog vektora.

Posljedica ovakve izvedbe je da ¢e probni vektor iz vektora mutanta naslijediti jedan kontinuirani
niz komponenti, ²to je ilustrirano na slikama 11.2 i 11.3.

Slika 11.2: Primjer izvedbe eksponencijalnog kriºanja kod algoritma diferencijske evolucije.

Slika 11.3: Drugi primjer izvedbe eksponencijalnog kriºanja kod algoritma diferencijske evolucije.

U oba ilustrirana slu£aja, nakon slu£ajnog odabira prve komponente koja je preuzeta iz vektora
mutanta u ciljni vektor, generirana su redom jo² £etiri slu£ajna broja: r1, r2, r3 i r4. Brojevi r1, r2, r3

bili su manji od Cr dok je r4 prvi broj koji je bio ve¢i od Cr: od tog trenutka sve daljnje komponente
preuzete su iz ciljnog vektora.
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11.4.2 Uniformno (binomno) kriºanje

Postupak uniformnog kriºanja konceptualno odgovara uniformnom kriºanju binarnih kromosoma kod
genetskog algoritma; razlika je u tome ²to ovdje jedinice s kojima radimo nisu bitovi ve¢ komponente
vektora. Postupak zapo£inje odabirom komponente koja ¢e se sigurno prekopirati iz vektora mutanta
u probni vektor. Tu ¢emo poziciju na gra�£kom prikazu ozna£iti kao start. odabranu komponentu
prekopiramo u probni vektor. Potom se posredstvom slu£ajnog mehanizma uz vjerojatnost Cr za
svaku preostalu komponentu pitamo ho¢emo li je preuzeti iz vektora mutanta: ako je odgovor pot-
vrdan, preuzimamo je iz vektora mutanta, ina£e je preuzimamo iz ciljnog vektora. Posljedica ovakve
izvedbe kriºanja jest mogu¢nost izgradnje probnog vektora koji neke komponente preuzima iz vektora
mutanta a neke iz ciljnog vektora ali potpuno slu£ajno; izvedba nije ograni£ena na preuzimanje jednog
kontinuiranog podniza komponenata. Slika 11.4 ilustrira ovakvu izvedbu kriºanja.

Slika 11.4: Izvedba uniformnog kriºanja kod algoritma diferencijske evolucije.

Implementacijski, ovo kriºanje je prikazano s (11.2). Indeks komponente koja ¢e sigurno biti pre-
uzeta ozna£ena je s jrand.

~uj,i,g =

{
vj,i,g ako je slucajno(0.0, 1.0) ≤ Cr ili j == jrand
xj,i,g inace

(11.2)

Ilustracija kriºanja ciljnog vektora ~xi,g i vektora mutanta ~vi,g za slu£aj dvodimenzijskih vektora
tako�er je prikazan na slici 11.1. Teoretski, mogu¢a su tri rezultata kriºanja � vektor ~ui,g koji je
sve komponente preuzeo iz vektora mutanta, vektor ~u

′
i,g koji je prvu komponentu preuzeo iz vektora

mutanta a drugu iz ciljnog vektora te vektor ~u
′′
i,g koji je prvu komponentu preuzeo iz ciljnog vektora a

drugu iz vektora mutanta.

11.5 Operator selekcije

Nakon ²to se za svaki ciljni vektor vektor izgradi po jedan probni vektor, probni vektori se vred-
nuju. Operator selekcije primjenjuje se na parove (ciljni vektor, probni vektor), pri £emu se u sljede¢u
generaciju propu²ta probni vektor ako mu je dobrota bolja ili jednaka dobroti ciljnog vektora; u suprot-
nom propu²ta se ciljni vektor. Ako se obavlja postupak minimizacije funkcije f , djelovanje operatora
selekcije moºemo opisati izrazom (11.3).

~xi,g+1 =

{
ui,g ako je f(ui,g) ≤ f(xi,g)
xi,g ina£e

(11.3)

Razlog propu²tanja probnog vektora u sljede¢u generaciju ako je dobrotom jednak ciljnom vektoru
jest izbjegavanje stagnacije. Naime, ako je probni vektor jednako dobar kao i ciljni vektor, kvaliteta
rje²enja se ne mjenja, a u sljede¢u generaciju se uvodi raznolikost koja ¢e moºda pridonijeti daljnjem
napretku postupka optimizacije.
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11.6 �itav algoritam

Nakon prolaska kroz osnovne operatore koje koristi algoritam diferencijske evolucije, sada moºemo
opisati i konkrentu ina£icu cjelokupnog algoritma; pretpostavit ¢emo da izgradnju mutanta radimo kao
²to je prethodno opisano te da radimo uniformno kriºanje. Nakon ²to se izgradi po£etna populacija
algoritam svaku jedinku trenutne populacije g progla²ava ciljnim vektorom; za njega gradi vektor
mutant te kriºanjem dobiva probni vektor. Ako se populacija sastoji od n jedinki, ovo ¢e rezultirati
s n probnih vektora. Nakon ²to su izgra�eni svi probni vektori, uspore�uju se dobrote odgovaraju¢ih
ciljnih vektora i probnih vektora (po parovima) te se u sljede¢u generaciju propu²taju bolji. Time je
izgra�ena populacija g + 1 i postupak se ponavlja.

Implementacija ovog algoritma prikazana je pseudokodom 11.2, a gra�£ki prikaz dan je na slici
11.5.

Pseudokod 11.2 Pseudokod diferencijske evolucije.

P = stvori_po£etnu_populaciju(n)

evaluiraj(P)

ponavljaj_dok_nije_kraj

ponavljaj za i iz 0 do n-1

ponavljaj r0=slucajno(0,n) dok r0 u {i}

ponavljaj r1=slucajno(0,n) dok r1 u {i,r0}

ponavljaj r2=slucajno(0,n) dok r2 u {i,r0,r1}

jrand = slucajno(0,D)

ponavljaj za j iz 0 do D

v(j,i)=x(j,r0)+F*(x(j,r1)-x(j,r2))

kraj

ponavljaj za j iz 0 do D

ako je slucajno(0,1)<=Cr ili j==jrand tada

u(j,i)=v(j,i)

ina£e

u(j,i)=x(j,i)

kraj

kraj

kraj

ponavljaj za i iz 0 do n-1

ako je f(u(i)) < f(x(i)) tada

x(i) = u(i)

kraj

kraj

kraj

11.7 Strategije generiranja probnih vektora

Prethodno opisani na£in generiranja probnog vektora samo je jedan od niza mogu¢ih. U svojoj knjizi
iz 2005. Price i suautori navode £etiri strategije generiranja probnih vektora [Price et al., 2005].

• DE/rand/1/bin

• DE/best/1/bin

• DE/target-to-best/1/bin

• DE/rand/1/either-or
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Slika 11.5: Algoritam diferencijske evolucije � gra�£ki prikaz.
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Osim ovih, moºemo razmatrati i ina£ice:

• DE/rand/1/exp

• DE/best/1/exp

• DE/target-to-best/1/exp

• DE/rand/2/bin

• DE/best/2/bin

• DE/target-to-best/2/bin

• DE/rand/2/exp

• DE/best/2/exp

• DE/target-to-best/2/exp

• ...

Da bismo razumjeli kakvu strategiju svaki od ovih naziva predstavlja, moramo pogledati op¢u
strukturu naziva: DE/bazni/broj-linearnih-kombinacija/vrsta-kriºanja.

Komponenta bazni odre�uje na£in selekcije baznog vektora pri izgradnji mutanta. Ako je rand,
bazni se vektor bira slu£ajno iz populacije; ako je best, kao bazni se vektor uzima najbolja jedinka
trenutne populacije, ako je target-to-best, kao bazni vektor se uzima ciljni vektor koji je translatiran
u smjeru najbolje jedinke populacije. Uz ove, mogli bismo raditi jo² niz drugih na£ina odabira baznog
vektora.

Komponenta broj-linearnih-kombinacija odre�uje koliko linearnih kombinacija treba dodati baznom
vektoru: ako je to 1, trebat ¢emo jo² dvije jedinke iz populacije £iju £emo skaliranu razliku nadodati
baznom vektoru; ako je to 2, trebat ¢emo jo² £etiri jedinke iz populacije kako bismo mogli napraviti
dvije skalirane razlike koje ¢emo dodati baznom vektoru; ako je 3, trebat ¢emo jo² ²est jedinki iz
populacije, ...

Kona£no, poljednji parametar odre�uje kako se radi kriºanje mutanta i ciljnog vektora: ako je bin,
radi se binomno (uniformno) kriºanje, ako je exp, radi se eksponencijalno kriºanje.

Strategije koje za izgradnju baznog vektora koriste najbolje rje²enje populacije ili neko iz njega
izvedenog odnosno strategije koje koriste mali broj linearnih kombinacija imat ¢e ve¢u brzinu konver-
gencije. Takve ¢e strategije kod jednostavnih (posebice unimodalnih) funkcija imati odli£ne perfor-
manse; me�utim, kod sloºenijih funkcija brzo i £esto ¢e zapinjati u lokalnim optimumima. Strategije
koje se oslanjaju na slu£ajni izbor baznog vektora te na dodavanje ve¢eg broja linearnih kombinacija
karakterzirat ¢e sporija konvergencija ali i ve¢a otpornost na zapinjanje u lokalnim optimumima. Stoga
je za rje²avanje konkretnih problema potrebno prona¢i i odgovaraju¢u strategiju uz koju ¢e pona²anje
optimizacijskog algoritma biti zadovoljavaju¢e.

11.7.1 Strategija DE/rand/1/bin

Kod ove strategije kao bazni vektor odabire se slu£ajna jedinka iz populacije (~xr0,g). Koristi se jedna
vektorska razlika a kriºanje se provodi uporabom zadane vjerojatnosti kriºanja Cr. Moºemo pisati:

~vi,g = ~xr0,g + F · (~xr1,g − ~xr2,g)

Kriºanje se provodi prema izrazu (11.2) koji je ponovno naveden u nastavku.

~uj,i,g =

{
vj,i,g ako je slucajno(0.0, 1.0) ≤ Cr ili j == jrand
xj,i,g ina£e
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11.7.2 Strategija DE/best/1/bin

Kod ove strategije kao bazni vektor koristi se trenutno najbolja jedinka iz populacije (~xbest). Koristi se
jedna vektorska razlika a kriºanje se provodi uporabom zadane vjerojatnosti kriºanja Cr. Preporu£a
se umjesto �ksne vrijednosti za F u svaku dimenziju uvesti malo odstupanje, tako da se prilikom za
j-tu dimenziju koristi Fj = F + 0.001 · (slucajnoj(0.0, 1.0)− 0.5). Moºemo pisati:

~vi,g = ~xbest + F · (~xr1,g − ~xr2,g)

Kriºanje se provodi prema izrazu (11.2) koji je ponovno naveden u nastavku.

~uj,i,g =

{
vj,i,g ako je slucajno(0.0, 1.0) ≤ Cr ili j == jrand
xj,i,g ina£e

11.7.3 Strategija DE/target-to-best/1/bin

Kod ove strategije kao bazni vektor odabire se ciljni vektor kojem se dodaje skalirana razlika najbolje
jedinke iz populacija i ciljnog vektora (~xi,g + F · (~xbest − ~xi,g)). Koristi se jedna vektorska razlika a
kriºanje se provodi uporabom zadane vjerojatnosti kriºanja Cr. Moºemo pisati:

~vi,g = ~xi,g + F · (~xbest − ~xi,g) + F · (~xr1,g − ~xr2,g)

Kriºanje se provodi prema izrazu (11.2) koji je ponovno naveden u nastavku.

~uj,i,g =

{
vj,i,g ako je slucajno(0.0, 1.0) ≤ Cr ili j == jrand
xj,i,g ina£e

11.7.4 Strategija DE/rand/1/either-or

Rad Price-a i drugih [Price et al., 2005] upu¢uje na postojanje problema kod koji je optimalan na£in
generiranja problnih vektora uporaba £iste diferencijske mutacije; s druge pak strane postoje problemi
kod kojih je optimalan na£in generiranja problnih vektora uporaba £iste rekombinacije. Stoga je
de�nirana strategija either-or koja u skladu s propisanom vjerojatnosti PF generira probne vektore
uporabom diferencijske mutacije � izraz 11.4, a u (1 − PF ) posto slu£ajeva probne vektore generira
uporabom rekombinacije � izraz 11.5.

~ui,g = xr0,g + F · (xr1,g − xr2,g) (11.4)

~ui,g = xr0,g +K · (xr1,g + xr2,g − 2 · xr0,g) (11.5)

Pri tome se preporu£a koristiti K = 0.5 · (F + 1).
U svojoj knjizi Vitaliy Feoktistov daje jo² puno koncizniju podjelu strategija za generiranje vektora

mutanata [of Solutions, 2006]. Prema njemu, sve se strategije mogu zapisati u op¢em obliku kao:

ω = β + F · δ.

gdje je ω oznaka za vektor mutant, β oznaka za bazni vektor a δ oznaka za vektor diferencije. Razli£itim
na£inima odabira parametara β i δ mogu¢e je dobiti razli£ite razrede strategija, kao ²to je to ilustrirano
na slici 11.6.

�etiri razreda koja de�nira Feoktistov navedena su u nastavku.

1. Razred RAND £ine strategije kod kojih se pri stvaranju vektora mutanta ne uzima u obzir
vrijednost evaluacijske funkcije.

2. Razred RAND/DIR £ine strategije kod kojih se pri stvaranju vektora mutanta u obzir uzima
vrijednost evaluacijske funkcije kako bi se odredio dobar smjer. Time se imitira gradijentni
spust.
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δβω ⋅+= F

slučajno usmjereno lokalno hibridno

Slučajno / UsmjerenoSlučajno / Lokalno

Slika 11.6: Algoritam diferencijske evolucije � op¢i oblik strategije generiranja mutanta.

3. Razred RAND/BEST £ine strategije kod kojih se pri stvaranju vektora mutanta u obzir uzima
trenutno najbolje rje²enje. �esto ovakvo pretraºivanje sli£i nasumi£nom pretraºivanju okolice
najboljeg rje²enja.

4. Razred RAND/BEST/DIR kombinira svojstva prethodne dvije grupe.

Primjere za svaku od ovih grupa £itatelj moºe potraºiti u [of Solutions, 2006].
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Poglavlje 12

Optimizacija vi²emodalne funkcije

12.1 Uvod

Kako bi se osiguralo djelotvorno pretraºivanje prostora rje²enja, evolucijski algoritmi trebaju dva me-
hanizma: prikladno de�niranu funkciju dobrote te selekcijski pritisak koji ¢e osigurati da bolja rje²enja
imaju ve¢u ²ansu producirati potomke i/ili preºivjeti, £ime direktno utje£e na tijek pretraºivanja. Bez
selekcijskog pritiska (ili uz premali iznos) preraºivanje se pretvara u nasumi£no. Prejaki selekcijski
pritisak dovodi pak do fokusiranja populacije na vrlo mali potprostor £ime se javlja gubitak genetske
raznolikosti � a dovoljna genetska raznolikost nuºna je kako bi se algoritmu omogu¢ilo djelotvorno
pretraºivanje prostora rje²enja. U suprotnom, nastupa prerana konvergencija i zapinjanje u lokalnom
optimumu [Eshelman and Scha�er, 1991, Goldberg, 1989]. Stoga je jasno da su selekcijski pritisak i
genetska raznolikost me�usobno suprotstavljeni [Whitley, 1989]. U populacijskim optimizacijskim al-
goritmima stoga je vrlo vaºno prona¢i dobar balans izme�u selekcijskog pritiska i genetske raznolikosti
� raznolikost mora biti dovoljna da podrºi pronalazak dobrih potprostora u prostoru rje²enja a selek-
cijski pritisak taman dovoljan da vodi populaciju u pravom smjeru ali ne i prejak kako se populacija
ne bi prerano fokusirala i zaglavila u lokalnom optimumu [Mahfoud, 1995].

Optimizacija vi²emodalne funkcije predstavlja pak dodatni izazov pred optimizacijske algoritme.
Vi²emodelane funkcije su funkcije koje imaju vi²e globalnih optimuma (slika 12.1a) ili vi²e dovoljno do-
brih ekstrema (ne nuºno globalnih optimuma, slika 12.1b). Kada govorimo o optimizaciji vi²emodalne
funkcije, tada implicitno stavljamo naglasak na ºelju za pronalaskom vi²e (ili £ak svih) dovoljno dobrih
rje²enja. Ovaj zadatak neprikladan je za algoritme koji rade s jednim rje²enjem, poput simuliranog
kaljenja i sli£no (jasno je za²to). Me�utim, populacijski algoritmi mogu se upogoniti za rje²avanje opti-
mizacije vi²emodalnih funkcija � kako imaju populaciju, pojedini dijelovi populacije mogu se fokusirati
na pronalazak razli£itih optimuma.

Da bi ovo dobro funkcioniralo, o£uvanje genetske raznolikosti jo² je vaºnije � ako se dopusti fokusira-
nje populacije, izgubit ¢e se sva rje²enja osim jednog. Ve¢ina populacijskih optimizacijskih algoritama
u svojoj kanonskoj izvedbi lo²e se pona²a na problemima vi²emodalne optimizacije; naime, uslijed
pojave poznate pod nazivom genetski drift relativno brzo ¢e se izgubiti rje²enja iz razli£itih dijelova
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Slika 12.1: Primjer vi²emodalnih funkcija
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prostora pretraºivanja i pojavit ¢e se dominantno rje²enje koje ¢e biti jedan od optimuma. Kako bi se
ovo sprije£ilo, razvijen je niz tehnika koje se direktno bave poku²ajem o£uvanja genetske raznolikosti,
u ºelji da se razli£ita dobra rje²enja o£uvaju. U nastavku ¢emo opisati neke od tih postupaka. Kod
vi²ekriterijske optimizacije funkcija pozvat ¢emo se na neke od ovih mehanizama jer ¢e nam biti nuºni
za djelotvoran rad algoritama.

12.2 Postupci za o£uvanje raznolikosti

U znanstvenoj literaturi danas se moºe prona¢i niz algoritama razvijenih s ciljem o£uvanja raznolikosti
u populaciji. �est primjer su razli£ite vrste algoritama grupiranja (engl. crowding algorithms) [Jong,
1975, Mahfoud, 1995]. Osnovna ideja jest u populaciji dopu²tati zamjenu samo onih jedniki koje su
me�usobno sli£ne (genotipski, fenotipski) £ime se poku²ava sprije£iti fokusiranje populacije i poti£e
razdioba populacije u vi²e podpopulacija (takozvanih ni²a). Ovo je posebno prikladno za optimizaciju
vi²emodalnih funkcija jer omogu¢ava stvaranje podpopulacija oko pojedinih optimuma [Sareni and
Krähenbühl, 1998]. Alternativa su postupci koji modi�ciraju dobrotu jedinki populacije temeljem
gusto¢e populacije u okolici svake jedinke. Ako u okolici jedinke postoji vi²e rje²enja, dobrota takvih
jedinki prividno ¢e se smanjiti kako bi ih postupak izbora manje preferirao. Na taj na£in poticat ¢e se
razvoj populacija koje imaju ve¢u raznolikost.

Za neke od tehnika navedenih u nastavku dat ¢emo i prikaz rezultata optimizacije za funkciju:

f(x) = 2−2(x−0.1
0.8

2

sin6(5πx)

te po£etnu populaciju koja je prikazana na slici 12.2.
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Slika 12.2: Po£etna populacija za postupke o£uvanja raznolikosti

12.2.1 Zabrana unosa duplikata u populaciju

Jedan od najjednostavnijih poku²aja o£uvanja genetske raznolikosti jest uporaba zabrane unosa du-
plikata u populaciju. Postupak uspore�uje jedinku koju treba dodati sa ve¢ postoje¢im jedinkama, i
ako jedinka ve¢ postoji, ne dodaje se u populaciju. Ovaj postupak jednakost jedinki moºe promatrati
bilo na genotipskoj razini, bilo na fenotipskoj razini.

12.2.2 Zabrana unosa jednakovrijednih jedinki u populaciju

Mala modi�kacija prethodnog postupka jest uvo�enje zabrane na unos vi²e jedinki koje imaju identi£nu
vrijednost funkcije dobrote.
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12.2.3 Ograni£avanje roditelja

Ograni£avanje roditelja (engl. Mating restriction) je pristup kod kojeg se prvi roditelj bira slu£ajno.
Potom se traºi kandidat za drugog roditelja. Iz populacije slu£ajno odabire neka jedinka i provjerava se
je li genotipska (ili fenotipska) udaljenost do prvog roditelja prihvatljiva (tj. manja od nekog propisanog
praga). Ako je, ta jedinka postaje drugi roditelj i moºe se proslijediti dalje na kriºanje i mutaciju. Ako
nije, iz ostatka populacije ponovno se bira novi kandidat, i provjerava se udaljenost do prvog roditelja.
Postupak se ponavlja sve dok se ili ne prona�e drugi roditelj, ili se provjeri £itav ostatak populacije i
utvrdi da u njoj nema jedinke koja bi bila dovoljno blizu prvom roditelju. Ako nastupi ovaj posljednji
slu£aj, onda se kao drugi roditelj iz populacije slu£ajno odabire neka jedinka. Uz po£etnu populaciju
prikazanu na slici 12.2 stanje nakon 50. i 100. generacija genetskog algoritma prikazano je na slikama
12.3a i 12.3b.
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Slika 12.3: Dinamika o£uvanja raznolikosti kod algoritma ograni£avanja roditelja

12.2.4 Algoritam s predodabirom

Algoritam s predodabirom (engl. Preselection algorithm) opisan je u [Cavicchio, 1970]. Iz populacije
se odaberu dva roditelja R1 i R2 koji produciraju dijete D. Potom se dijete usporedi s oba roditelja.
Ako dijete ima bolju vrijednost funkcije dobrote od lo²ijeg roditelja, zamijenit ¢e lo²ijeg roditelja;
u suprotnom se dijete odbacuje. Pretpostavka ovog algoritma jest da ¢e roditelji davati genotipski
(ili fenotipski) sli£nu djecu pa se kandidati za zamjenu gledaju samo izme�u roditelja. Uz po£etnu
populaciju prikazanu na slici 12.2 stanje nakon 50. i 100. generacija genetskog algoritma prikazano je
na slikama 12.4a i 12.4b.
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Slika 12.4: Dinamika o£uvanja raznolikosti kod algoritma s predodabirom

Ne²to kasnije dan je jo² £itav niz algoritama koji rade uz istu pretpostavku (vidi Zamjena natjeca-
njem u obitelji).

12.2.5 Ograni£ena turnirska selekcija

Ograni£ena turniska selekcija (engl. Restricted tournament selection, RTS) opisana je u [Harik, 1995].
Postupak se provodi na sljede¢i na£in. Iz populacije se posredstvom slu£ajnog mehanizma odabiru
dvije jedinke R1 i R2. Te jedinke postaju roditelji i produciraju dijete D uporabom kriºanja i mutacije.
Potom se iz populacije nasumice odabere ω jedinki, pri £emu parametar ω predstavlja veli£inu prozora.
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Svih izvu£enih ω jedinki uspore�uje se s djetetom D i odabire se ona jedinka R3 koja je najsli£nija
djetetu D. Dijete D natje£e se s odabranom jedinkom R3 i ako je bolje, mijenja jedinku R3 u populaciji
(R3 se izbacuje a D ubacuje u populaciju).

12.2.6 Zamjena najgore jedinke me�u najsli£nijima

Zamjena najgore jedinke me�u najsli£nijima (engl. Worst among most similar replacement policy,
WAMS) opisana je u [Cedeño et al., 1994, Cedeño and Vemuri, 1999]. Postupak se provodi na sljede¢i
na£in. Neka je na neki na£in stvoreno dijete D. Iz populacije se slu£ajno izvla£i Cf grupa rje²enja (Cf
� crowding factor), pri £emu je svaka grupa veli£ine Cs. Grupe pri tome ne moraju biti disjunktne
� naprosto se Cf puta ponovi postupak izvla£enja Cs jedinki iz populacije. Rje²enja iz svake grupe
uspore�uju se s djetetom D i u svakoj se grupi identi�cira rje²enje koje je najsli£nije djetetu D. Time je
identi�cirano Cf kandidata za zamjenu (u svakoj grupi po jedan). Sada se od tih Cf najsli£nijih rje²enja
odabere ono koje ima najmanju vrijednost funkcije dobrote, i to se rje²enje izbacuje iz populacije te se
na njegovo mjesto ubacuje dijete D.

Kako se ova selekcija koristi kod eliminacijskog genetskog algoritma, vrijednost parametra Cf odre-
�uje selekcijski pritisak a vrijednost parametra Cs omjer natjecanja unutar ni²e i izme�u ni²a [Cedeño
and Vemuri, 1999]. Naime, porastom Cf bira se sve vi²e jedinki (jer se bira vi²e grupa) pa raste ²ansa
da se odabere i potom eliminira najlo²ija jedinka; time prosje£na dobrota populacije raste pa je i se-
lekcijski pritisak ve¢i. Porastom parametra Cs smanjuje se natjecanje izme�u pojedinih grupa (a time
i ni²a) jer imamo dosta jedinki pa je natjecanje izme�u najlo²ijih. Smanjenjem parametra Cs raste
jakost natjecanja izme�u pojedinih grupa. Ova dva parametra nude mogu¢nost pode²avanja omjera
istraºivanje nasuprot iskori²tavanja trenutnih rje²enja.

12.2.7 Zamjena natjecanjem u obitelji

Zamjena natjecanjem u obitelji (engl. Family competition replacement schemes) predstavlja porodicu
algoritama koji kre¢u od pretpostavke da ¢e roditelji stvarati djecu koja su njima najsli£nija, pa stoga
provode natjecanje izme�u djece i njihovih roditelja. Postupci koji pripadaju ovoj porodici su algoritam
deterministi£kog grupiranja, vjerojatnosti algoritam grupiranja, elitisti£ka rekombinacija, reprodukcija
sa zadrºavanjem najboljeg te selekcija temeljena na korelaciji u obitelji.

12.2.8 Algoritam grupiranja

Algoritam grupiranja (engl. Crowding model) opisan je u [Jong, 1975]. Nakon ²to se stvori dijete,
potrebno je odlu£iti koju ¢e jedinku iz populacije to dijete zamijeniti. U tu svrhu iz populacije se
nasumice odabire CF (engl. Crowding Factor) jedinki, i dijete se uspore�uje s tim jedinkama. Dijete
¢e zamijeniti onu jedinku od izvu£enih CF koja mu je najsli£nija. Ako je CF premali, javlja se velika
pogre²ka uzorkovanja � £esto ¢e se dogoditi da je svih CF izvu£enih jedinki vrlo razli£ito od djeteta
(iako u populaciji postoje sli£ne jedinke) i dijete ¢e iz populacije izbaciti jedinku koja mu nije sli£na,
£ime ¢e zapravo smanjiti genetsku raznolikost u populaciji. Postavljanjem CF na preveliku vrijednost
(ekstreman slu£aj je CF = N) gubi se previ²e vremena na usporedbe i algoritam postaje nee�kasan.
Uz po£etnu populaciju prikazanu na slici 12.2 stanje nakon 50. i 100. generacija genetskog algoritma
prikazano je na slikama 12.5a i 12.5b.

Algoritam deterministi£kog grupiranja

Algoritam deterministi£kog grupiranja (engl. Deterministic crowding) opisan je u [Mahfoud, 1992].
Algoritam radi na sljede¢i na£in. Neka je veli£ina populacije N = 2 · k (veli£ina populacije je parna).
Populacija se podijeli u k = N

2 parova roditelja. Svaki par kriºanjem i mutacijom stvara po dva
potomka. Za svaki se par roditelja R1 i R2 te potomaka koje su oni stvorili D1 i D2 gledaju sli£nosti
djeteta i roditelja. Jedna mogu£nost je gledati sli£nost izme�u (R1, D1) i (R2, D2). Druga mogu¢nost je
gledati sli£nost izme�u (R1, D2) i (R2, D1). Odabire se ono uparivanje koje ima ve¢u ukupnu sli£nost.
Potom se natje£u upareni roditelj i dijete; ako dijete ima ve¢i iznos funkcije dobrote u odnosu na
roditelja, dijete ulazi u populaciju i iz populacije istiskuje tog roditelja; u suprotnom se dijete odbacuje



12.2. POSTUPCI ZA O�UVANJE RAZNOLIKOSTI 131

x

f(x)

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0.25

0.50

0.75

1.00

(a) Nakon 50 generacija

x

f(x)

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0.25

0.50

0.75

1.00

(b) Nakon 100 generacija

Slika 12.5: Dinamika o£uvanja raznolikosti kod algoritma grupiranja

i roditelj ostaje u populaciji. Ako s d(x, y) ozna£imo mjeru genotipske ili fenotipske udaljenosti,
odlu£ivanje o na£inu uparivanja svodi se provjeru d(R1, D1)+d(R2, D2) < d(R1, D2)+d(R2, D1). Ako
je lijeva strana manja, gleda se uparivanje (R1, D1) i (R2, D2); ako je desna strana manja, gleda se
uparivanje (R1, D2) i (R2, D1). Uz po£etnu populaciju prikazanu na slici 12.2 stanje nakon 50. i 100.
generacija genetskog algoritma prikazano je na slikama 12.6a i 12.6b.
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Slika 12.6: Dinamika o£uvanja raznolikosti kod algoritma deterministi£kog grupiranja

Vjerojatnosni algoritam grupiranja

Vjerojatnosni algoritam grupiranja (engl. Probabilistic crowding) opisan je u [Mengshoel and Goldberg,
1999]. Algoritam je modi�kacija algoritma deterministi£kog grupiranja. Jedina razlika je na£in kako
se odre�uje pobjednik turnira koji se drºi izme�u roditelja i djeteta. Kod algoritma deterministi£kog
grupiranja pobjednik je jedinka s ve¢im iznosom funkcije dobrote; kod vjerojatnosnog algoritma gru-
piranja pobjednik se odre�uje uporabom proporcionalne selekcije (gleda se dobrota roditelja i dobrota
djeteta i svakom se proporcionalno dodijeli vjerojatnost odabira).

Elitisti£ka rekombinacija

Elitisti£ka rekombinacija (engl. Elitist recombination) opisan je u [Thierens, 1997]. Algoritam je
tako�er modi�kacija algoritma deterministi£kog grupiranja. Razlika je ²to ovaj algoritam od £etiri
jedinke (dva roditelja i dva djeteta) odabire dvije najbolje jedinke kao jedinke koje ulaze/ostaju u
populaciji.

Reprodukcija sa zadrºavanjem najboljeg

Reprodukcija sa zadrºavanjem najboljeg (engl. Keep-best reproduction) opisan je u [Wiese and Go-
odwin, 1999]. Algoritam je tako�er modi�kacija algoritma deterministi£kog grupiranja. Algoritam
zadrºava najboljeg roditelja i najbolje dijete kao jedinke koje preºivljavaju/ulaze u populaciju.

Selekcija temeljena na korelaciji u obitelji

Selekcija temeljena na korelaciji u obitelji (engl. Correlative family-based selection) opisan je u [Wiese
and Goodwin, 1999]. Algoritam je tako�er modi�kacija algoritma deterministi£kog grupiranja. Kod
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ovog algoritma od £etiri jedinke deterministi£ki se izabire najbolje jedinka i potom se od preostale tri
izabire ona koja je na najve¢oj udaljenosti od izabrane najbolje jedinke.

12.2.9 Algoritam s raspodijelom funkcije dobrote

Algoritam s raspodijelom funkcije dobrote (engl. Sharing function) opisan je u [Goldberg and Richar-
dson, 1987] i funkcionira druga£ije od svih do sada opisanih algoritama. Osnovna ideja algoritma je
modi�cirati dobrotu svake jedinke temeljem gusto¢e populacije u okolici te jedinke i potom koristiti
proporcionalnu selekciju za odabir roditelja.

Neka je s d(i, j) ozna£ena genotipska (ili fenotipska) udaljenost jedinki i i j. De�nira se funkcija
dijeljenja sh(d(i, j)) ∈ [0, 1] £ija je vrijednost proporcionalna sli£nosti jedinki i i j. Ako su jedinke i
i j vrlo sli£ne, vrijednost funkcije dijeljenja ¢e biti visoka (bliska 1); ako su jedinke dovoljno razli£ite,
vrijednost funkcije dijeljenja ¢e biti 0. �to zna£i dovoljno razli£ito de�nira se pragom σshare. Za jedinke
£ija je udaljenost manja od praga σshare vrijednost funkcije dijeljenja ¢e biti ve¢a od 0; za jedinke £ija
je udaljenost ve¢a ili jednaka pragu σshare vrijednost funkcije dijeljenja bit ¢e 0. U [Goldberg and
Richardson, 1987] je za izra£un funkcije dijeljenja predloºen sljede¢i izraz:

sh(d) =

{
1−

(
d

σshare

)α
za d < σshare

0 ina£e.
(12.1)

Dakako, argument d ove funkcije je udaljenost izme�u dvije promatrane jedinke. Konstanta α omo-
gu¢ava pode²avanje raspodjele funkcije dijeljenja s obzirom na omjer d

σshare
. Za α = 1 iznos funkcija

dijeljenja linearno pada od 1 do 0 kako se omjer d
σshare

mijenja od 0 do 1. Za iznose α koji su ve¢i od
1 funkcija dijeljenja na po£etku sporije pada i £itavo vrijeme ima vrijednosti koje su iznad linearnog
pada. Za vrijednosti α koje su manje od 1 funkcija sve brºe i brºe pada prema 0.

U populaciji od N jedinki za svaku se jedinku i ∈ {1, . . . , N} ra£una gusto¢a ni²e, nc, koja je
de�nirana tom jedinkom:

nci =

N∑
j=1

sh(d(i, j)). (12.2)

Za jedinke koje u svojoj okolici do na udaljednosti σshare nemaju niti jednu drugu jedinku, gusto¢a
ni²e ¢e biti 1 ²to se vidi ako prethodnu sumu raspi²emo:

nci = sh(d(i, i)) +
N∑

j=1,j 6=i
sh(d(i, j)).

Kako je d(i, i) = 0, slijedi da je sh(d(i, i)) = 1. Za sve ostale j 6= i, s obzirom da je d(i, j) > σshare
slijedi sh(d(i, j)) = 0, te je £itava suma jednaka upravo prvom £lanu i iznosi 1. Ako u okolici jedinke
ima drugih jedinki, gusto¢a ni²e bit ¢e ve¢a od 1, i to to ve¢a ²to ima vi²e jedinki unutar udaljenosti
σshare i ²to su te jedinke bliºe jedinki za koju se ra£una gusto¢a ni²e.

Jednom kad su za sve jedinke izra£unate gusto¢e ni²e, uz pretpostavku da je s fi ozna£ena dobrota
i-te jedinke, svakoj jedinki pridruºujemo dijeljenu vrijednost dobrote prema izrazu:

f
′
i =

fi
nci

. (12.3)

Iz izraza je sada jasno vidljivo kako ova tehnika radi: jedinke koje su na podru£ju niske gusto¢e zadrºat
¢e punu vrijednost funkcije dobrote; jedinke koje su u gu²¢im podru£jima imat ¢e umanjenu vrijednost
funkcije dobrote � to vi²e ²to je gusto¢a podru£ja ve¢a.

Vaºno je napomenuti da je za dobar rad ovog algoritma nuºno koristiti neki oblik proporcionalne
selekcije. Uz po£etnu populaciju prikazanu na slici 12.2 stanje nakon 50. i 100. generacija genetskog
algoritma prikazano je na slikama 12.7a i 12.7b.
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Slika 12.7: Dinamika o£uvanja raznolikosti kod algoritma s raspodjelom funkcije dobrote

Speci�£nosti pristupa

Moºda bolji podnaslov bi bio � opasnosti pri radu s dijeljenjem funkcije dobrote. Opi²imo jedan
nezgodan problem koji se moºe javiti. Pretpostavimo da u populaciji imamo jedinke koje imaju
relativno blisku dobrotu; primjerice, neka se populacija sastoji od jedinki od kojih najbolja ima iznos
dobrote jednak 5 a najlo²ija iznos dobrote jednak 3. Pretpostavimo sada da dobrotu 5 imaju dvije
jedinke koje su vrlo bliske, tako da je za njih gusto¢a ni²e jednaka 2. Neka je ona najlo²ija jedinka
dovoljno izolirana tako da je za nju gusto¢a ni²e jednaka 1. Postupkom dijeljenja funkcije dobrote
dvije najbolje jedinke dobit ¢e dobrotu 5

2 = 2.5 dok ¢e najlo²ija jedinka dobiti dobrotu 3
1 = 3, £ime ¢e

algoritam preferirati najlo²ija rje²enja i gubiti ona dobra. Kako bi se ovo sprije£ilo, algoritam dijeljenja
funkcije dobrote treba primijeniti ne na originalne vrijednosti funkcije dobrote ve¢ na translatirane (i
po potrebi jo² obra�ene) vrijednosti. Jedna mogu¢nost je sljede¢a. Neka je s δ ozna£ena minimalna
vrijednost funkcije dobrote u trenutnoj populaciji:

δ = min(f1, . . . , fN ).

Svakoj jedinki pridruºit ¢emo novi iznos funkcije dobrote f
′
i na sljede¢i na£in:

f
′
i = (fi − δ)φ

pri £emu je φ parametar koji nam omogu¢ava da kontroliramo koliki se naglasak stavlja na ve¢e
vrijednosti funkcije dobrote. Na ovaj na£in najgoroj jedinki ¢emo pridruºiti vrijednost dobrote 0 tako
da se prethodno opisani scenarij preferiranja najgoreg rje²enja ne moºe dogoditi.

Uz opisani pristup, u znanstvenoj je literaturi mogu¢e prona¢i i modi�kacije koje uvode vremenski
promjenjivo potenciranje razlike (fi − δ) te dodatne modi�kacije kojima se moºe kontrolirati utjecaj
optimuma razli£itih iznosa dobrota.

Nakon ²to se na ovaj na£in odrede vrijednosti dobrota za sve jedinke, algoritam dijeljenja funkcije
dobrote se primjenjuje nad njima a ne nad izvornim vrijednostima funkcije dobrote.
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Pareto optimalnost

Do sada smo se bavili problemima jednokriterijske optimizacije. Stoga ¢emo najprije de�nirati problem
vi²ekriterijske optimizacije, usporediti ga s problemom jednokriterijske optimizacije i pogledati koje su
posljedice uvo�enja vi²e kriterija.

Problem vi²ekriterijske optimizacije. Op¢eniti problem vi²ekriterijske optimizacije de�niran je na
sljede¢i na£in.

Minimiziraj / maksimiziraj fm(~x), m = 1, 2, . . . ,M
uz zadovoljenje ograni£enja gj(~x) ≥ 0, j = 1, 2, . . . , J

hk(~x) = 0, k = 1, 2, . . . ,K
xLi ≤ xi ≤ xUi , i = 1, 2, . . . , n.

Rje²enje ~x je vektor decizijskih varijabli ~x = {x1, x2, . . . , xn}. Prvi i drugi skup ograni£enja prestavljaju
skup nejednakosti odnosno jednakosti koje moraju biti zadovoljene za sva prihvatljiva rje²enja. Tre¢i
skup ograni£enja de�nira donju i gornju granicu na vrijednosti koje decizijske varijable smiju poprimiti.
Ova tri skupa ograni£enja de�niraju prostor prihvatljivih rje²enja. U tom prostoru svako rje²enje ~x je
jedna to£ka.

Na prvi pogled, jedina razlika u odnosu na problem jednokriterijske optimizacije je prvi redak: vi²e
nemamo jednu funkciju koju je potrebno optimirati, ve¢ imamo skup of M funkcija koje je potrebno
optimirati. Pri tome problem moºe biti formuliran na na£in da je neke od tih M funkcija potrebno
minimizirati a neke maksimizirati. Kako se, bez gubitka op¢enitosti, problem minimizacije funkcije g
moºe svesti na problem maksimizacije funkcije −g (i obratno), problem smo mogli de�nirati i na na£in
da se traºi maksimizacija (ili minimizacija) svih M funkcija.

13.1 Vi²edimenzijski prostor ciljnih funkcija

Jedna od posljedica prethodne de�nicije vi²ekriterijske optimizacije jest da je prostor ciljnih funkcija
(tj. engl. objective space) vi²edimenzijski. Sukladno prethodnoj de�niciji, taj je prostor M dimen-
zijski jer imamo upravo M ciljnih funkcija (odnosno kriterija). Istovremeno, rje²enja se pretraºuju u
prostoru rje²enja (engl. solution space) koji je n-dimenzijski. Uo£imo sada da za svako rje²enje ~x iz
n-dimenzijskog prostora postoji preslikavanje u to£ku ~z u M -dimenzijskom prostoru ciljnih funkcija:
(x1, . . . , xn)→ (f1, . . . , fM ); ono je de�nirano upravo s M ciljnih funkcija (vidi sliku 13.1).

Vaºno je biti svjestan postojanja ovih prostora jer razli£iti algoritmi vi²ekriterijske optimizacije
pojedine postupke provode ili u jednom ili u drugom. Primjerice, ako algoritmu treba informacija
koliko sa neka dva rje²enja bliska, to se moºe gledati u prostoru rje²enja (pa gledamo genotipsku ili
fenotipsku udaljenost dvaju rje²enja) ili u prostoru ciljnih funkcija.

Tako�er, iz £injenice da je prostor ciljnih funkcija vi²edimenzijski, slijedi da ako se rje²enje ~x(1)

preslika u prostor ciljnih funkcija kao ~z(1) a rje²enje ~x(2) preslika u prostor ciljnih funkcija kao ~z(2),
generalno govore¢i ne znamo kako odati odgovor na pitanje: je li ~x(1) bolji ili lo²iji od ~x(2). Problem je u
£injenici da su njihove dobrote ~z(1) i ~z(2) vektori � a vektore op¢enito ne znamo uspore�ivati. Problem
je ²to je nad vektorima de�nirana relacija parcijalnog ure�aja � neki vektori jesu usporedivi dok drugi
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Slika 13.1: Prostor rje²enja i prostor ciljnih funkcija kod vi²ekriterijske optimizacije

nisu. Primjerice, ako radimo minimizaciju prema svim kriterijima, i imamo dva rje²enja: ~z(1) = (5, 3)
i ~z(2) = (2, 1), evidentno je da je ~z(2) bolje od ~z(1) jer je po svim kriterijima bolje. Me�utim, koje je od
sljede¢a dva rje²enja bolje: ~z(1) = (5, 1) ili ~z(2) = (2, 3)? Ovdje ne moºemo dati odgovor jer rje²enja
nisu me�usobno usporediva.

13.2 De�niranje potpunog ure�aja nad rje²enjima

Jedna od tehnika rje²avanja problema vi²ekriterijske optimizacije temelji se uvo�enju direktne uspo-
redivosti dva rje²enja. U praksi to se uobi£ajeno radi ili uvo�enjem transformacijom prostora ciljih
funkcija u jednodimenzijski prostor, ili uvo�enjem prioriteta me�u kriterijske funkcije.

13.2.1 Svo�enje na jednodimenzijski prostor ciljnih funkcija

Svo�enje to£aka iz M -dimenzijskog prostora u 1-dimenzijski prostor obavlja se uporabom neke od
mogu¢ih transformacija. Najjednostavnija tehnika koju ¢emo ovdje spomenuti jest de�niranje linearne
kombinacije, kako prikazuje izraz (13.1).

h =
M∑
i=1

ωi · fi (13.1)

Vrijednosti ωi su pri tome teºinski faktori koji omogu¢avaju pode²avanje mjere u kojoj ¢e razli£ite
ciljne funkcije imati utjecaja na ukupno izra£unatu dobrotu. Treba uo£iti da ovo preslikavanje nije
reverzibilno, odnosno da se gube informacije: vi²e razli£itih vektora ~z = (f1, . . . , fM ) preslikat ¢e se
u istu skalarnu vrijednost h. Time niti optimizacijski algoritam ne¢e biti u stanju razlikovati takva
rje²enja, ²to £esto nije poºeljno svojstvo. Treba uo£iti jo² jednu posljedicu ovakvog preslikavanja:
linearna kombinacija uprosje£uje ukupni iznos dobrote: uz �ksne teºine rje²enje koje je po prvom
kriteriju lo²e a po drugom odli£no, rje²enje koje je po prvom kriteriju odli£no a po drugom lo²e te
rje²enje koje je po prvom i drugom kriteriju prosje£no dobro mogu biti preslikani u istu skalarnu
vrijednost.

Op¢enitiji slu£aj ovakvog kombiniranja moºemo zapisati kako je prikazano izrazom (13.2):

h =
M∑
i=1

ψi(fi) (13.2)

gdje su ψi proizvoljne funkcije. Odabirom ψi(φ) = ωi · φ dobivamo izraz (13.1). Me�utim, porast
pojedinih ciljnih funkcija moºemo preslikavati i nelinearno, primjerice postavljanjem ψi(φ) = ωi · φβi
gdje su ωi i βi koe�cijenti koji de�niraju nelinearno preslikavanje.
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Jednom kada dobrotu svakog rje²enja iz M -dimenzijskog prostora moºemo moºemo preslikati u
skalar, automatski dobivamo mogu¢nost usporedbe dobrote rje²enja jer skalare znamo uspore�ivati.

13.2.2 Uvo�enje prioriteta u prostor ciljnih funkcija

Umjesto svo�enjem dobrote na skalare, usporedivost dva rje²enja po dobroti moºemo provesti uvo�e-
njem prioriteta u ciljne funkcije.

Uspore�ivanje prema prioritetima. Pretpostavimo da su kriteriji u problemu vi²ekriterijske op-
timizacije zadani (numerirani) po£ev od najvaºnijeg pa do najmanje vaºnog. Neka rje²enje ~x(1) ima
pridruºenu dobrotu ~z(1) = {z(1)

1 , . . . , z
(1)
M } a rje²enje ~x(2) pridruºenu dobrotu ~z(2) = {z(2)

1 , . . . , z
(2)
M }.

Rje²enja ~x(1) i ~x(2) su jednaka ako ∀i ∈ {1, . . . ,M} vrijedi z(1)
i = z

(2)
i .

Rje²enje ~x(1) je bolje od rje²enja ~x(2) ako ∃j ∈ {1, . . . ,M},∀i ∈ {1, . . . ,M} ∧ i < j vrijedi z(1)
i =

z
(2)
i ∧ z

(1)
j > z

(2)
j .

Rje²enje ~x(1) je lo²ije od rje²enja ~x(2) ako ∃j ∈ {1, . . . ,M}, ∀i ∈ {1, . . . ,M} ∧ i < j vrijedi z(1)
i =

z
(2)
i ∧ z

(1)
j < z

(2)
j .

Ovakvom procedurom opet smo de�nirali postupak temeljem kojeg moºemo usporediti svaka dva
rje²enja i time koristiti uobi£ajene izvedbe algoritama za jednokriterijsku optimizaciju.

Treba uo£iti da oba opisana pristupa imaju svojih mana. Za po£etak, kombiniranjem vi²e funkcija
cilja u skalarnu vrijednost ne moºemo razlikovati rje²enja koja su na razli£it na£in kvalitetna. Evo
ilustracije: potrebno je prora£unati rutu kojom treba prevoziti teret izme�u dva skladi²ta koja se
nalaze u razli£itim gradovima; ovisno o tome kojom se vrstom cesta ide, prijevoz tereta ¢e nas ko²tati
razli£ito no i vrijeme transporta ¢e biti razli£ito. Ako teret dominantno usmjeravamo autocestama,
imat ¢emo veliki tro²ak (cestarine, brza voºnja tro²i vi²e goriva i sli£no) ali ¢e prijevoz trajati kra¢e;
ako biramo lokalne ceste tro²ak prijevoza ¢e biti manji (nema cestarina, manje su brzine pa time
i potro²nja goriva) ali ¢e prijevoz trajati duºe. Opisani optimizacijsi problem je o£ito vi²ekriterijski
(ºelimo smanjiti trajanje prijevoza i tro²kova) i ima kontradiktorne kriterije (smanjiti vrijeme prijevoza
zna£i birati autoceste i voziti brºe ²to zna£i ve¢i tro²ak; smanjiti tro²ak zna£i birati lokalne ceste i manje
brzine ²to zna£i dulje vrijeme prijevoza). Kod takvih problema kao rezultat optimizacijskog postupka
ºelimo ponuditi vi²e mogu¢ih "najboljih" rje²enja: ono s jako visokim tro²kom ali izuzetno kratkim
vremenom transporta, ono koje ima ne²to niºe tro²kove ali zato ne²to dulje vrijeme, . . ., pa sve do
rje²enja koje ima izuzetno niske tro²kove ali zato dugo vrijeme prijevoza. U tom slu£aju krisnik je taj
koji ¢e temeljem niza predloºenih najboljih rje²enja izabrati ono koje mu najvi²e odgovara.

Prvi korak u razvoju takvih algoritama jest ne koristiti prethodne tehnike za uvo�enje usporedivosti
rje²enja, ve¢ se posluºiti pojmom pareto-optimalnosti koji ¢emo de�nirati u nastavku.

13.3 Koncept dominacije

Koncept dominacije de�niran je nad vektorima na sljede¢i na£in.

Dominacija. Neka rje²enje ~x(1) ima pridruºenu dobrotu ~z(1) = {z(1)
1 , . . . , z

(1)
M } a rje²enje ~x(2) pridru-

ºenu dobrotu ~z(2) = {z(2)
1 , . . . , z

(2)
M }, pri £emu je z(i)

j = fj(~x
(i)). Rje²enje ~x(1) dominira nad rje²enjem

~x(2) ako su zadovoljena sljede¢a dva uvjeta (oba).

• Rje²enje ~x(1) je u svim komponentama bolje ili jednako rje²enju ~x(2), tj. vrijedi: ∀j ∈ {1, . . . ,M} :

z
(1)
j ≥ z

(2)
j .

• Rje²enje ~x(1) je u barem jednoj komponenti strogo bolje od rje²enja ~x(2), tj. vrijedi: ∃j ∈
{1, . . . ,M} : z

(1)
j > z

(2)
j .

Temeljem ove de�nicije jasno je da rje²enja ~x(1) i ~x(2) mogu biti u relaciji dominacije (prvo rje²enje
moºe dominirati nad drugim ili pak drugo rje²enje moºe dominirati nad prvim) ili ne moraju biti. Evo
primjera.
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~x(1) ~x(2) ~z(1) ~z(2) dominacija?
(1, 2, 3) (1, 2, 4) (5, 6) (3, 1) ~x(1) dominira nad ~x(2)

(1, 2, 3) (1, 3, 4) (5, 6) (5, 6) -
(1, 2, 3) (1, 4, 4) (5, 6) (5, 7) ~x(2) dominira nad ~x(1)

(1, 2, 3) (2, 2, 4) (5, 6) (6, 2) -

U optimizacijskim algoritmima pojam dominacije koristi se za procjenu kvalitete rje²enja. Ideja
je jednostavna: rje²enje nad kojim nitko ne dominira je izvrsno rje²enje � boljih nema. Stoga ¢e se
u algoritmima uobi£ajeno pratiti za svako rje²enje koliko ima rje²enja koja ga dominiraju � ²to je taj
broj manji, to je rje²enje bolje.

Osvrnimo se ukratko i na svojstva relacije dominacije. Relacija dominacije nije re�eksivna jer
rje²enje ne dominira nad samim sobom. Relacija dominacije nije simetri£na (tj. ne vrijedi: ako ~x(1)

dominira ~x(2), onda ~x(2) dominira ~x(1)). Relacija dominacije je tranzitivna: ako ~x(1) dominira ~x(2) i
~x(2) dominira ~x(3) tada ~x(1) tako�er dominira ~x(3).

U svakom skupu rje²enja s kojima optimizacijski algoritam radi u nekom trenutku mogu¢e je za
svaki par rje²enja iz tog skupa provjeriti da li koje od rje²enja dominira ono drugo. Time £itav skup
moºemo podijeliti u dva podskupa: rje²enja nad kojima nitko ne dominira te preostala rje²enja koja
su dominirana od barem jednog rje²enja.

Nedominirani skup. Neka je s P ozna£en skup rje²enja. Nedominiranim skupom P ′ zovemo podskup
skupa P koji se sastoji od rje²enja nad kojima niti jedno rje²enje iz skupa P ne dominira.

Pogledajmo to opet na primjeru. Neka je skup rje²enja P = {~x(1), ~x(2), ~x(3), ~x(4), ~x(5)}. Neka je
~z(1) = (9, 1), ~z(2) = (2, 2), ~z(3) = (7, 4), ~z(4) = (6, 2) te ~z(5) = (4, 6). Lako je provjeriti da su rje²enja iz
skupa P nad kojima niti jedno rje²enje iz skupa P ne dominira rje²enja ~x(1), ~x(3) i ~x(5). Nedominirani
skup skupa P stoga je skup P ′ = {~x(1), ~x(3), ~x(5)}.

Sada moºemo de�nirati i globalni optimum u smislu vi²ekriterijske optimizacije.

Globalni Pareto-optimalni skup. Nedominirani skup skupa svih prihvatljivih rje²enja naziva se
globalni Pareto-optimalni skup.

Uo£ite koliko je prethodna de�nicija elegantna: kao skup P naprosto se uzme £itav prostor svih
prihvatljivih rje²enja, i nad njim se prona�e nedominirani skup. Taj skup, iako ga u praksi za ve¢inu
sloºenijih problema ne¢emo mo¢i u cijelosti izra£unati doista sadrºi sva najbolja rje²enja problema.
Zada¢a optimizacijskih algoritama bit ¢e iz koraka u korak otkrivati sve bolju i bolju aproksimaciju
ovog skupa.

Nedominirani skup zadane populacije rje²enje mogu¢e je utvrditi sa sloºeno²¢u od O(MN2). Pos-
tupak prikazuje pseudokod 13.1.

Pareto fronta. Neka je s P ozna£en Pareto-optimalni skup rje²enja. Skup pripadnih vektora koje
u M -dimenzijskom prostoru ciljnih funkcija za svako rje²enje iz P de�niraju ciljne funkcije naziva se
Pareto fronta.

Kod razli£itih algoritama vi²ekriterijske optimizacije ponekad se zahtjeva ne samo izra£un nedomi-
niranog skupa ve¢ sortiranje £itave populacije u razli£ite podskupove prema tome koliko su rje²enja
"blizu" nedominiranom skupu; svaki taj podskup zvat ¢emo jednom frontom. Konceptualno, ideja je
sljede¢a: iz po£etnog skupa P odredi se nedominirani skup P ′. Taj skup proglasimo prvom frontom.
Potom de�niramo novi skup P∈ = P \ P ′ koji sadrºi sve elemente po£etnog osim elemenata nedomi-
niranog skupa. Sada prona�emo nedominirani skup skupa P∈ i taj skup proglasimo drugom frontom.
Postupak iterativno ponavljamo dok preostane elemenata: iz skupa uklonimo upravo prona�enu frontu,
izra£unamo nedominirani skup, itd. Me�utim, opisani postupak je ra£unski vrlo zahtjevan. Stoga je u
nastavku dan opis ra£unski prihvatljivijeg postupka.
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Pseudokod 13.1 Utvr�ivanje nedominiranog skupa.

nedominiraniSkup(P)

postavi P'={}

ponavljaj za svaki x iz P

dominiran = ne

ponavljaj za svaki y iz P

ako y dominira x tada

dominiran = da; prekini petlju

kraj ako

kraj

ako dominiran = ne tada

P' += x;

kraj ako

kraj

vrati P'

Pseudokod 13.2 Nedominirano sortiranje.

1. Za svaki i ∈ P postavi ηi = 0 i Si = ∅. Za svaki j 6= i i j ∈ P provedi korake 2 pa 3.

2. Ako rje²enje i dominira nad rje²enjem j, dodaj ga: Si = Si + j. Ina£e, ako rje²enje j dominira
nad rje²enjem i, pove¢aj broja£ ηi = ηi + 1.

3. Ako je ηi = 0, zadrºi rje²enje i u prvoj nedominiranoj fronti P1. Postavi broja£ fronti k = 1.

4. Sve dok je Pk 6= ∅, radi sljede¢e korake.

5. Inicijaliziraj Q = ∅ koji ¢e £uvati sljede¢u nedominiranu frontu. Za svaki i ∈ Pk i za svaki j ∈ Si
radi:

(a) Aºuriraj: ηj = ηj − 1.

(b) Ako je time postao ηj = 0, dodaj rje²enje j u trenutnu frontu: Q = Q+ j.

6. Postavi k = k + 1 i Pk = Q. Vrati se na korak 4.
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13.4 Nedominirano sortiranje

Pseudokod 13.2 prikazuje proceduru nedominiranog sortiranja kako je opisana u [Deb, 2009].
Postupak se provodi u dva dijela. Zbor prakti£nosti, pretpostavimo da smo sva rje²enja numerirali

od 1 na dalje, tako sa u postupku moºemo raditi sa indeksima i skupovima indeksa.
U prvom dijelu postupka (koraci 1 i 2 u pseudokodu 13.2) za svako se rje²enje i ra£una broja£

dominacije ηi � to je broj rje²enja koja dominiraju nad rje²enjem i. Primjetite da rje²enja koja nakon
ovog koraka imaju ηi = 0 (dakle nad kojima nitko ne dominira) £ine nedominirani skup. U tom
istom koraku, za svako se rje²enje i utvr�uje i skup Si � to je skup svih rje²enja (zapravo indeksa
rje²enja) nad kojima rje²enje i dominira. Ovaj skup nam je vaºan kako prilikom eliminacije rje²enja
i ne bismo ponovno morali pretraºivati ostatak populacije traºe¢i sva rje²enja nad kojima trenutno
rje²enje dominira � tu ¢emo informaciju pro£itati iz ovog skupa. Broja£a ηx te skupova Sx ima onoliko
koliko ima rje²enja u populaciji koju sortiramo.

Prvi dio postupka zavr²ava korakom 3 u kojem se pronalaze sva rje²enja £iji je ηi = 0; ta se ta
rje²enja postavljaju kao prva fronta (²to je ujedno i nedominirani skup po£etnog skupa).

Drugi dio postupka je petlja koja ra£una frontu k + 1 temeljem fronte k (koraci 4, 5 i 6). Ideja je
jednostavna: za svako rje²enje zadnje prona�ene fronte pogledamo nad kojim su rje²enjima ta rje²enja
dominirala. Kako smo zadnju prona�enu frontu efektivno izbacili iz populacije, tim dominiranim
rje²enjima umanjimo broja£e ηj . Ako je nekom rje²enju j time broja£ pao na nulu, to zna£i da u
preostaloj populaciji nitko nad njime ne dominira � ta se rje²enja dodaju u novu frontu k + 1.

Temeljem opisanih postupaka sada bismo trebali imati dovoljno informacija kako bismo bez pro-
blema razumjeli algoritme koji su opisani u sljede¢im poglavljima.
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Poglavlje 14

Algoritam NSGA

14.1 Uvod

Algoritam NSGA (engl. Non-Dominated Sorting Genetic Algoritm) opisan je u radu [Srinivas and
Deb, 1994]. To je ina£ica genetskog algoritma koja prestavlja izravnu uporabu koncepta dominacije
(odnosno nedominacije i nedominiranog sortiranja) na problem vi²ekriterijske optimizacije.

Ideja algoritma je relativno jednostavna: prilikom vrednovanja rje²enja, svakoj se jedinki pridjeljuje
skalarna vrijednost koja predstavlja dobrotu, na na£in da jedinke koje su manjeg ranga (nakon nedo-
miniranog sortiranja pripadaju u frontu ²to bliºu nedominiranom skupu) dobiju ve¢i iznos dobrote;
dodatno, unutar iste fronte, rje²enja koja se grupiraju (postoji vi²e bliskih rje²enja) se kaºnjavaju
dodjeljivanjem umanjenog iznosa dobrote, £ime se poku²ava o£uvati raznolikost u skupu rje²enja.

14.2 Detaljni opis

Algoritam NSGA je ina£ica generacijskog genetskog algoritma prikladnog za rje²avanje problema vi-
²ekriterijske optimizacije. Algoritam je klasi£ni generacijski � iz populacije roditelja biraju se roditelji
koji se kombiniraju primjenom operatora kriºanja, nastala rje²enja se mutiraju i postupak se ponavlja
sve dok se ne izgradi populacija djece s istim brojem elemenata kao ²to je populacija roditelja. U tom
trenutku populacija roditelja se bri²e a populacija djece postaje nova populacija roditelja i postupak
se ponavlja.

Algoritam NSGA, zbog speci�£nog na£ina dodjele dobrote jedinkama, zahtjeva da se kao opera-
tor selekcije koristi proporcionalna selekcija ili neka njezina izvedenica (primjerice, engl. Stochastic
remainder roulette-wheel selection, vidi [Goldberg, 1989]). Prvi korak u osnovnoj generacijskoj petlji
algoritma jest dodjela dobrote rje²enjima iz populacije roditelja, kako bi se mogla koristiti proporci-
onalna selekcija. Pseudokôd 14.1 prikazuje implementaciju procedure za dodjelu dobrote.

Postupak dodjele dobrote (koraci 1 i 2) zapo£inju de�niranjem parametara za uporabu dijeljenja
dobrote te nedominiranim soritranjem populacije. Postupkom nedominiranog sortiranja populacija ¢e
se raspasti u ρ disjunktnih podskupova � fronti, pri £emu ¢e prva fronta biti upravo nedominirani skup.

Prvoj fronti, s obzirom da sadrºi najbolje jedinke pridjeljuje se dobrota iznosa N . Potom se za
svako rje²enje unutar te fronte ra£una gusto¢a ni²e (broj rje²enja koja su u okolici promatranog rje²enja
skaliran s vrijednosti proporcionalnoj blizini tih rje²enja), nakon £ega se ra£una i iznos dijeljene dobrote
koji ¢e se koristiti za proporcionalnu selekciju. Doseg dijeljenja odre�en je parametrom σshare. Ako
unutar udaljenosti σshare do nekog rje²enja nema drugih rje²enja u promatranoj fronti, rje²enje ¢e dobiti
puni iznos dobrote. Me�utim, ako je vi²e rje²enja grupirano unutar σshare, dodjelit ¢e im se manji
iznos dobrote. Treba napomenuti da se, prema autorima, iznos gusto¢e dijeljenja ra£una uporabom
normaliziranih udaljenosti dij u prostoru rje²enja, a ne u prostoru ciljnih funkcija:

dij =

√√√√ n∑
k=1

(
x

(i)
k − x

(j)
k

xmax
k − xmin

k

)2

£ime se dijeljenje radi na razini genotipa/fenotipa (navedeni izraz pretpostavlja da je prostor rje²enja
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Pseudokod 14.1 Dodjela dobrote kod NSGA.

1. Odaberi parametar dijeljenja σshare i malu pozitivnu konstantu ε. Inicijaliziraj Fmin = N + ε.
Postavi broja£ fronti na j = 1.

2. Sortiraj populaciju uporabom nedominiranog sortiranja. Time ¢e se populacija raspasti u ρ fronti
(P1, . . . , Pρ).

3. Za svako rje²enje q ∈ Pj radi:

(a) Dodijeli rje²enju q iznos dobrote F (q)
j = Fmin − ε.

(b) Izra£unaj gusto¢u ni²e ncq uvaºavaju¢i pri tome samo rje²enja iz Pj .

(c) Izra£unaj dijeljenu dobrotu F
′(q)
j =

F
(q)
j

ncq
.

4. Utvrdi Fmin = min(F
′(q)
j : q ∈ Pj). Postavi j = j + 1.

5. Ako je j ≤ ρ, nastavi s korakom 3. Ina£e je postupak gotov.

n-dimenzijski, i prikazuje udaljenost izme�u jedinki i i j). Time se, efektivno, ne poti£e raznolikost
na razini razdiobe rje²enja u prostoru ciljnih funkcija ve¢ raznolikost na razini razdiobe rje²enja u
prostoru rje²enja, ²to jest donekle kontra-intuitivno s obzirom na postavljene ciljeve algoritma. Autori
sugeriraju izra£un funkcije dijeljenja uz parametar α = 2. Podsje¢amo, gusto¢a dijeljenja za rje²enje i
jednaka je sumi vrijednosti funkcije dijeljenja nad svim parovima rje²enja (i, j) (vidi izraz (12.2)).

Nakon ²to je tako rije²ena prva fronta, pronalazi se minimalna dodijeljena dobrota bilo kojem od
rje²enja iz te fronte i de�nira se novi po£etni iznos dobrote za sva rje²enja iz sljede¢e fronte kao utvr�ena
minimalna dobrota dodatno umanjena za iznos ε. Opravdanje za ovakvu proceduru jest £injenica da su
rje²enja koja se nalaze u drugoj fronti lo²ija od rje²enja koja se nalaze u prvoj fronti. Stoga im ºelimo
dodijeliti iznos dobrote koji je garantirano manji od dobrote bilo kojeg rje²enja iz prve fronte. Jednom
kad smo utvrdili novu po£etnu vrijednost dobrote, opisani postupak dodjele dobrote dijeljenjem se
provodi unutar druge fronte, pronalazi se minimalna dodijeljena dobrota koja ¢e se nakon umanjivanja
za ε koristiti kao po£etna dobrota za rje²enja tre¢e fronte, i postupak se ponavlja sve dok se ne rije²e
sve fronte dobivene nedominiranim sortiranjem.

Prilikom implementacije algoritma treba pripaziti da se uslijed lo²eg odabira parametara σshare i ε
ne dogodi da po£etni iznos dobrote za neku od fronti postane negativan � da bi proporcionalna selekcija
radila korektno, sve dobrote moraju biti nenegativne, a suma im mora biti pozitivna.

Valja tako�er primijetiti da opisani algoritam nije elitisti£ki.
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Poglavlje 15

Algoritam NSGA-II

15.1 Uvod

Algoritam NSGA-II predloºili su [Deb et al., 2000]. Za razliku od algoritma NSGA koji nema ugra�en
elitizam, osnovna zna£ajka ove izvedbe algoritma jest uporaba elitizma kako bi se osiguralo da ne dolazi
do gubitka najboljih rje²enja.

15.2 Detaljni opis

Algoritam NSGA-II iz populacije roditelja Pt veli£ine N stvara populaciju djece Qt veli£ine N . Potom
ove dvije populacije kombinira u populaciju roditelja i djece Rt = Pt∪Qt veli£ine 2N . Ta se populacija
zatim sortira uporabom nedominiranog sortiranja £ime se raspada u ρ fronti F1, . . . ,Fρ. U novu
populaciju Pt+1 kopiraju se prvih µ fronti koje se u cijelosti mogu ubaciti u novu populaciju. Uo£imo
da ¢e sigurno postojati fronta Fµ+1 koja vi²e ne¢e stati £itava u populaciju Pt+1: suma broja rje²enja
u svim frontama od Rt je 2N dok populacija Pt+1 ima mjesta samo za N rje²enja � stoga ¢e ubacivanje
cijelih fronti negdje puknuti, i broj te fronte koja se ne moºe £itava dodati u Pt+1 ozna£it ¢emo s µ.

Pitanje na koje sada treba odgovoriti jest: koja od rje²enja iz Fµ ubaciti u novu populaciju? Algo-
ritam NSGA-II osim elitizma stavlja naglasak na o£uvanje raznolikosti u rje²enjima. Stoga se odabir
podskupa rje²enja koja ¢e iz fronte Fµ jo² biti uzeta u dodana u novu populaciju Pt+1 temelji na
pronalasku podskupa rje²enja koja su "dobro" raspr²ena po £itavoj fronti Fµ, za ²to se koristi postu-
pak sortiranja prema grupiranju (engl. Crowding-sort). Pseudokod 15.1 prikazuje izvedbu algoritma
NSGA-II.

Pseudokod 15.1 Algoritam NSGA-II.

1. Neka je Pt trenutna populacija roditelja a Qt trenutna populacija djece. Kombiniraj te dvije
populacije u populaciju Rt = Pt ∪ Qt. Napravi nedominirano sortiranje populacije Rt £ime ¢e
nastati ρ fronti: Rt = F1 ∪ F2 ∪ . . . ∪ Fρ.

2. Postavi novu populaciju roditelja na praznu: Pt+1 = ∅. Postavi broja£ i = 1. Nadopunjuj novu
populaciju frontama tako dugo dok £itave stanu u novu populaciju: dok je |Pt+1| + |Fi| ≤ N ,
napravi Pt+1 = Pt+1 ∪ Fi, i = i+ 1.

3. Sada je i = µ � pokazuje na prvu frontu koja nije u cjelosti mogla biti iskopirana u Pt+1. Provedi
postupak sortiranja fronte Fi prema grupiranju, te u populaciju Pt+1 nadodaj N−|Pt+1| rje²enja
iz fronte Fi koja su najvi²e raspr²ena. Time je postupak izgradnje nove populacije roditelja
zavr²en.

4. Stvori novu populaciju djece Qt+1 iz populacije roditelja Pt+1 uporabom grupiraju¢e turnirske
selekcije te kriºanjem i mutiranjem rje²enja.

Pseudokod 15.1 se poziva na dva postupka koja jo² nismo opisali: sortiranje prema grupiranju
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Slika 15.1: Izra£un udaljenosti grupiranja

(engl. Crowding-sort) te grupiraju¢a turnirska selekcija (engl. crowded tournament selection). Oba
postupka temelje se na izra£unu udaljenosti grupiranja (engl. crowding distance), koju ¢emo opisati u
nastavku.

15.2.1 Udaljenost grupiranja

Kao ²to smo ve¢ pojasnili, kako bi se o£uvala raznolikost rje²enja, algoritam NSGA-II iz fronte Fµ
koja nije £itava mogla biti nadodana u novu populaciju roditelja Pt+1 ºeli probrati ona rje²enja unutar
te fronte koja su maksimalno raspr²ena u prostoru ciljnih funkcija (kojih ima M). Stoga se za svako
rje²enje i i za svaku ciljnu funkciju fm gleda suma normiranih udaljenosti do najbliºeg rje²enja koje
ima manji odnosno ve¢i iznos te kriterijske funkcije. Ovo je ilustrirano na slici 15.1. Pretpostavimo
da se u fronti Fµ nalaze rje²enja ~x(1) do ~x(6), te da se radi dvokriterijska optimizacija. Neka su
pridruºene vrijednosti funkcije dobrote tada ~x(1) → (12, 1), ~x(2) → (4, 4), ~x(3) → (1, 6), ~x(4) → (10, 2),
~x(5) → (3, 5) te ~x(6) → (9, 3).

U navedenom slu£aju, za svako ¢e se rje²enje izra£unati udaljenost grupiranja koja ¢e biti jednaka
sumi dviju komponenti (jer su dvije funkcije cilja): udaljenosti uzduº prve funkcije cilja te udaljenosti
uzduº druge funkcije cilja. Pretpostavimo najprije da smo sva rje²enja sortirali prema prvoj komponenti
funkcije cilja (tj. prema f1). Time smo dobili poredak ~x(3), ~x(5), ~x(2), ~x(6), ~x(4), ~x(1). Promotrimo sada
jedno istaknuto rje²enje ~x(i) (na slici je to ~x(2)). U sortiranom nizu prvo rje²enje ispred njega je ~x(5)

(usput ozna£eno s ~x(i−1)) a prvo rje²enje nakon njega je ~x(6) (usput ozna£eno kao ~x(i+1)). Doprinost
prve ciljne funkcije udaljenosti grupiranja rje²enja ~x(i) ra£una se kao omjer me�usobne udaljenosti
odnosno razlike u vrijednosti prve ciljne funkcije (i + 1)-vog i (i − 1)-vog rje²enja (gra�£ki prikazano
kao vodoravna strelica) i maksimalne mogu¢e udaljenosti s obzirom na prvu ciljnu funkciju. Doprinost
druge ciljne funkcije udaljenosti grupiranja rje²enja ~x(i) ra£una se na sli£an na£in (gleda se okomita
strelica). �itav postupak saºet je u pseudokodu 15.2.

Pogledajmo to na primjeru zadanih 6 rje²enja. Sortiranjem prema prvoj funkciji cilja dobije
se vektor indeksa (3, 5, 2, 6, 4, 1). Sortiranjem prema drugoj funkciji cilja dobije se vektor indeksa
(1, 4, 6, 2, 5, 3). To zna£i da ¢e d3 (udaljenost grupiranja koja pripada rje²enju ~x(3)) kao i d1 (uda-
ljenost grupiranja koja pripada rje²enju ~x(1)) biti d3 = d1 = ∞ (jer su to rubna rje²enja). Sa slike
moºemo o£itati minimalne i maksimalne vrijednosti svake od dvije funkcije cilja fmin

1 = 1, fmax
1 = 12,
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Pseudokod 15.2 Izra£un udaljenosti grupiranja.

1. Neka je broj rje²enja u fronti Fµ ozna£en s l, tj. neka je l = |Fµ|. Za svako rje²enje i u tom
skupu postavi udaljenost grupiranja na nulu, tj. di = 0.

2. Ponavljaj za svaku ciljnu funkciju m ∈ {1, 2, . . . ,M}: sortiraj rje²enja u skupu prema rastu¢im
vrijednostima pridruºene m-te funkcije cilja. Ozna£imo s Im vektor indeksa rje²enja koja su na
taj na£in sortirana. Npr. ako je prvi element tog vektora broj 2, to zna£i da rje²enje ~x(2) ima
najmanji iznos m-te funkcije cilja.

3. Za svaki m ∈ {1, 2, . . . ,M} dodijeli veliki doprinos udaljenosti grupiranja rubnim rje²enjima
(prvom i zadnjem, jer oni nemaju lijevog odnosno desnog susjeda): dIm1 = dIml = ∞. Za sva
ostala rje²enja £iji su indeksi u vektoru Im na pozicijama 2, . . . , l− 1 uve¢aj doprinos udaljenosti
grupiranja prema izrazu:

dImj = dImj +
fm(~x(Imj+1))− fm(~x(Imj−1))

fmax
m − fmin

m

.

fmin
2 = 1, fmax

2 = 6. Stoga ra£unom slijedi:

d5 = 0 +
f1(~x(2))− f1(~x(3))

fmax
1 − fmin

1

= 0 +
4− 1

12− 1

=
3

11

d5 =
3

11
+
f2(~x(3))− f2(~x(2))

fmax
2 − fmin

2

=
3

11
+

6− 4

6− 1

=
3

11
+

2

5

=
37

55
≈ 0.673.

Na sli£an na£in slijedi i:

d2 =
6

11
+

2

5
=

52

55
≈ 0.945,

d6 =
6

11
+

2

5
=

52

55
≈ 0.945,

d4 =
3

11
+

2

5
=

37

55
≈ 0.673.

15.2.2 Grupiraju¢a turnirska selekcija

Jo² je ostalo za pojasniti selekciju koju koristi NSGA-II prilikom odabira roditelja koji ¢e stvarati
potomke � ta selekcija nije, kao ²to je slu£aj kod algoritma NSGA, proporcionalna ve¢ se temelji
na turnirima izme�u jedinki. Kod klasi£ne s-turnirske selekcije iz populacije se izvla£i s rje²enja i
pobje�uje ono koje ima najve¢i iznos dobrote. Kod vi²ekriterijske optimizacije, kao ²to smo se ve¢
upoznali, termin "iznos dobrote" je dosta problemati£an. Stoga se u kontekstu algoritma NSGA-II
de�nira grupiraju¢a turnirska selekcija koja se zasniva na rangu rje²enja (broju fronte kojoj rje²enje
pripada � manje je bolje) te na udaljenosti grupiranja: poºeljnija su rje²enja koja imaju ve¢u udaljenost
grupiranja � to zna£i da su ona dobro raspr²ena, odnosno da u njihovoj blizini nema drugih rje²enja.
Pseudokod 15.3 obja²njava izvedbu grupiraju¢e turnirske selekcije prikazan.
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Pseudokod 15.3 Grupiraju¢a turnirska selekcija.
Rje²enje i je pobjednik ako vrijedi bilo koji od sljede¢a dva uvjeta:

1. rje²enje i ima bolji rang od rje²enja j, tj. ri < rj ,

2. rje²enje i ima jednak rang kao i rje²enje j, tj. ri = rj , ali ima ve¢u udaljenost grupiranja, odnosno
di > dj .
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Paralelizacija algoritama

Evolucijsko ra£unanje pokazalo se je prikladnim za rje²avanje £itavog niza te²kih optimizacijskih pro-
blema. Pod pojmom te²kih podrazumijevamo probleme £ija je sloºenost tolika da bi i na najmodernijim
danas dostupnim superra£unalima iscrpna pretraga trajala dulje no ²to smo spremni £ekati; u proble-
mima raspore�ivanja koji su opisani u ovoj disertaciji £est je slu£aj da bi iscrpna pretraga trajala dulje
no ²to je star svemir.

Metaheuristike evolucijskog ra£unanja pomaºu nam da unato£ takvoj sloºenosti do�emo do pri-
hvatljivih rje²enja, iako ne nude nikakve garancije optimalnosti rje²enja ako im se izvo�enje ograni£i
na kona£no vrijeme. Uklonimo li ovu ogradu, za neke od metaheuristika postoje dokazi pronalaska
optimalnog rje²enja. Primjerice, pogledajmo imunolo²ke algoritme � to su algoritmi koji svoj rad te-
melje na razli£itim operatorima mutacije. Ako se pri tome koristi operator kod kojeg je (i) djelovanje
upravljano vjerojatnostima te (ii) postoji vjerojatnost razli£ita od nule da se u okviru jedne mutacije
promijene svi geni rje²enja koje se mutira, takav ¢e algoritam, pustimo li ga da radi do beskona£nosti
sigurno u jednom trenutku izgenerirati i ono optimalno rje²enje. Ovisno o tome koliko smo sretni ili
ne, tada postoji mogu¢nost i da bi postupak iscrpne pretrage prije do²ao do tog rje²enja, jer ¢e on
sigurno zavr²iti u kona£nom vremenu (prisjetimo se, rje²enja s kojima radimo su diskretna, s �ksnim
brojem elemenata i �ksnim brojem izbora).

Odustanemo li od zahtjeva optimalnosti, ipak je £injenica da ¢e rje²enja koja algoritam pronalazi biti
to bolja ²to je vi²e razli£itih rje²enja algoritam mogao istraºiti. U tom smislu, algoritmima evolucijskog
ra£unanja vaºno je osigurati mogu¢nost pretraºivanja ²to je mogu¢e ve¢eg podru£ja, a to vremenski
ko²ta. Pi²emo li algoritam na jednoprocesorskom ra£unalu, pomo¢i nema. Me�utim, imamo li na
raspolaganju vi²eprocesorsko ra£unalo, ili vi²e ra£unala, paralelizacijom je mogu¢e u ograni£enom
vremenu omogu¢iti algoritmu ²ire i kvalitetnije pretraºivanje prostora rje²enja.

Danas se paralelizacija radi iz nekoliko razloga.

1. Paralelizacija zbog velikih koli£ina podataka. Postoje problemi £ija su rje²enja prevelika da bi
stala u memoriju jednog ra£unala. Postoje problemi kod kojih se vrednovanje radi nad velikom
koli£inom podataka koji opet svi ne stanu u memoriju jednog ra£unala. Paralelizacijom je ovakve
probleme mogu¢e razdijeliti na vi²e ra£unala i izgradnju £itavog rje²enja ili vrednovanje rje²enja
obavljati dio po dio.

2. Paralelizacija zbog skra¢ivanja vremena izvo�enja. Uz konstantan obim posla koji je potrebno
napraviti, ako je dijelove algoritma mogu¢e paralelizirati, £itav ¢e postupak biti prije gotov. Ovo
moºe biti interesantno ako postoje stoga vremenska ograni£enja koja je potrebno zadovoljiti.

3. Paralelizacija zbog pove¢anja obima poslova. Ako se vrijeme izvo�enja algoritma drºi konstantnim,
paralelizacija dijelova algoritma omogu¢it ¢e da se u istom vremenu odradi vi²e posla.

Primjena paralelizacije kod algoritama evolucijskog ra£unanja osigurava sljede¢e:

• ubrzavanje algoritma kako bi se prije do²lo do prihvatljivih rje²enja,

• pove¢anje kvalitete prona�enih rje²enja jer algoritam moºe istraºiti ve¢i prostor rje²enja te
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• pove¢anje robusnosti algoritma jer ¢e se smanjiti vjerojatnost ostanka u lo²ijim podru£jima zbog
mogu¢nosti istraºivanja ve¢eg prostora rje²enja.

16.1 Vrste paralelizacije

Uobi£ajno je paralelizaciju promatrati na tri razine:

1. paralelizacija na razini algoritama,

2. paralelizacija na razini populacije te

3. paralelizacija na razini jedne iteracije algoritma.

Paralelizacija na razini algoritama predstavlja svaki oblik paralelizacije kod kojeg se istovremeno
izvodi vi²e primjeraka algoritama. Ova vrsta paralelizacije moºe biti suradna (engl. cooperative) i ne-
suradna (engl. non-cooperative). Nesuradna paralelizacija je paralelizacija kod koje razli£iti primjerci
algoritama me�usobno ne komuniciraju i ne dijele nikakve informacije. Primjer ovakve paralelizacije
jest nezavisno pokretanje vi²e primjeraka algoritama te uzimanje odabir najboljeg rje²enja me�u rje²e-
njima koje su prona²li pojedini primjerci algoritama. Druga mogu¢nost jest pokretanje vi²e primjeraka
algoritama ali s razli£itim parametrima, u nadi da ¢e uz neke algoritam raditi bolje. Ve¢ i ovakav oblik
nesuradne paralelizacije donosi pove¢anu robusnost algoritma te dobivanje boljih rje²enja.

Suradna paralelizacija podrazumijeva pokretanje vi²e primjeraka algoritama koji me�usobno raz-
mjenjuju informacije. Ovisno o vrsi algoritma, mogu¢e je razmjenjivati razli£ite podatke, poput dijelova
populacije (£esto se dijeli samo najbolje rje²enje), ili informacija koje utje£u na rad algoritma (trenutna
vjerojatnost mutacije, vrijednost feromonskih tragova kod mravljih algoritama i sli£no). Uvo�enje su-
radne paralelizacije povla£i porast broja parametara takvog algoritma: treba odrediti ²to se ²alje,
tko kome ²alje (topologija) te u kojim se trenutcima informacije ²alju. Poznati primjeri ovakve vrste
paralelizacije su oto£ni model te celularni model £esto kori²teni kod genetskih algoritama.

Paralelizacija na razini populacije uklju£uje postupke paralelizacije koji omogu¢avaju brºu izmjenu
populacija. Primjerice, ako je potrebno izgraditi sljede¢u populaciju od n jedinki, posao izgradnje se
moºe paralelizirati na k radnika, pa ¢e vrijeme potrebno za izgradnju populacije tada biti k puta manje
u odnosnu na izgradnju jedne po jedne jedinke slijedno. Ovu vrstu paralelizacije mogu¢e je ostvariti
na vi²e na£ina. Jedna mogu¢nost je paralelizirati £itav postupak izgradnje jedinke. Kod genetskog
algoritma to bi zna£ilo da radnik obavlja selekciju, kriºanje, mutaciju i vrednovanje, i takvu jedinku
predaje dalje. Kod mravljih algoritama to bi zna£ilo da jedan radnik obavlja izgradnju £itavog rje²enja
i provodi njegovo vrednovanje. Sli£no je mogu¢e ostvariti i kod algoritma diferencijske evolucije i
drugih. Druga je mogu¢nost paralelizirati samo izvo�enje vrednovanja, ako je to vremenski zahtjevna
operacija. U tom slu£aju uobi£ajeni je scenarij imati k radnika kojima se ²alju jedinke, svaki radnik
obavlja vrednovanje dobivenih jedinki i vra¢a rezultat vrednovanja. Uz k radnika uistom ¢e se vremenu
mo¢i vrednovati k-puta vi²e jedinki nego na jednom procesoru pa ¢e se time posti¢i ubrzanje.

Paralelizacija na razini jedne iteracije algoritma obuhva¢a postupke paralelizacije koji su spu²teni
na najniºu mogu¢u razinu. �itav algoritam obavlja se kao da je slijedni, a paralelizacija je spu²tena na
razinu operatora. Primjerice, mogu¢e je implementirati paralelni operator mutacije, paralelni operator
kriºanja, paralelno vrednovanje rje²enja i sli£no. Razlika u odnosu na paralelizaciju na razini populacije
je u tome ²to kod ovog pristupa nemamo k radnika kod kojih svaki u potpunosti obavlja slijedno
implementiran operator (npr. k radnika koji svaki vrednuje svoju jedinku). Umjesto toga, ovdje
govorimo o paralelizaciji implementacije operatora, gdje se, primjerice, paralelizira izvedba algoritma
vrednovanja jedinke tako da se ²to prije do�e do rezultata.

Spomenimo jo² i da suradna paralelizacija na razini algoritama nije isto ²to i paralelizacija na
razini populacije. Naime, iako se moºda ne £ini o£ito, nije isto pokrenuti 4 algoritma od kojih svaki
ima populaciju od 50 jedinki i povremenu razmjenjuju rje²enja te jedan algoritam koji ima 200 jedinki
i koristi £etiri radnika za paralelizaciju. U oba slu£aja, broj obra�enih jedinki u jedinici vremena bit ¢e
isti. Me�utim, uslijed efekata izoliranog pretraºivanja unutar manjih populacija te uslijed povremene
razmjene rje²enja prvi pristup iskazivat ¢e druga£iju dinamiku promjena u populaciji i £esto ¢e na¢i
bolja rje²enja u odnosu na jednu veliku populaciju.
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16.2 Na£ini i cijena paralelizacije

Kako se moºe provesti postupak paralelizacije uvelike ¢e ovisiti o ºeljenom broju radnika k (a time
¢e i vrsta radnika biti utvr�ena). Ako je prihvatljiv manji broj radnika, pojam radnika tada moºemo
poistovijetiti s procesorom ra£unala. Tehnologije koje nam pri tome stoje na raspolaganju su uobi£ajena
vi²edretvenost gdje je algoritam ujedno i jedan proces. S obzirom da sve dretve imaju pristup svim
podatcima u adresnom prostoru procesa, dijeljenje poslova mogu¢e je obaviti uz minimalne tro²kove
a jedinke i sve potrebne podatkovne strukture tipi£no se prenose preko reference (ili pokaziva£a) £ime
se stvara minimalni mogu¢i promet na podatkovnoj sabirnici ra£unala. Tro²ak koji pla¢amo kod ovog
oblika paralelizacije jest tro²ak sinkronizacijskih mehanizama kojima ¢emo osigurati da su svi podatci
u konzistentnom stanju. Ovakav oblik paralelizacije prikladan je za sve vrste paralelizacije i moºemo ga
koristiti od izvedbe paralelizacije na razini jedne iteracije algoritma pa sve do izvedbe paralelizacije na
razini algoritama. Problem ovog pristupa jest u malom broju radnika koje podrºava. Danas su me�u
masovno ra²irenim ra£unalima uobi£ajena ra£unala dvije do £etiri jezgre i tek se pojavljuju ra£unala sa
²est jezgri; stoga je to upravo i granica na broj radnika koji se moºe koristiti u paralelizaciji. Radimo
li na £etiri-jezgrenom ra£unalu, mo¢i ¢emo koristiti najvi²e £etiri radnika.

Razmatramo li druge mogu¢nosti paralelizacije unutar istog ra£unala, postoji i mogu¢nost paraleli-
zacije na razini vi²e procesa. Pri tome radnici mogu biti razli£iti procesi koji me�usobno komuniciraju
uporabom mehanizama operacijskog sustava za me�uprocesnu komunikaciju; to su danas uobi£ajeno
dijeljena memorija, komunikacija cjevovodima ili komunikacija op¢enitijim mreºnim podsustavom. Ci-
jena koju pla¢amo ovakvim pristupom vi²a je od uporabe radnika unutar jednog procesa. Mehanizmi
me�uprocesne komunikacija su sporiji, a mogu zahtjevati i dodatni utro²ak vremena na poslove seri-
jalizacije, slanja i deserijalizacije jedinki te serijalizacije, slanja i deserijalizacije rezultata (ako se radi
o mehanizmima poput cjevovoda ili mreºnog podsustava). Tako�er, ovakav na£in paralelizacije bit ¢e
neprikladan za paralelizaciju na niºim razinama. Broj radnika i dalje je ograni£en na broj procesora
odnosno jezgri koje se nalaze u ra£unalu, pa nema neke o£ite prednosti u odnosu na paralelizaciju
unutar istog procesa.

Za ve¢i broj radnika danas je uobi£ajeno posegnuti za paralelizacijom uporabom vi²e ra£unala. Tu
moºemo razmi²ljati o specijaliziranim okruºenima poput grozda (engl. cluster), grida ili pak danas po-
pularnog ra£unarstva u oblacima (engl. cloud-computing). Me�utim, kako u najve¢em broju slu£ajeva
ovakva infrastruktura nije dostupna, naj£e²¢e se koriste ra£unala koja su dostupna, poput ra£unala u
nekom ra£unalnom laboratoriju u trenutcima kada se ona ne koriste i sli£no. Kada govorimo o ovom
na£inu paralelizacije, vaºno je uo£iti da su ovdje tro²kovi komunikacije te tro²kovi serijalizacije i dese-
rijalizacije izuzetno veliki, ²to uvelike ograni£ava vrste paralelizacije na koje je ovakav scenarij uop¢e
primjenjiv, i to svakako nisu paralelizacije na najniºoj razini. Prednost ovog pristupa je ²to omogu¢ava
izrazito velik broj radnika koje je mogu¢e upogoniti. Tako primjerice imati 80 radnika ili 160 radnika
nije ni²ta neobi£no. Ovaj na£in paralelizacije naj£e²¢e se izvodi direktno uporabom mreºnog podsus-
tava (primjerice, uporabom protokola TCP) a mogu¢a je i uporaba specijaliziranih biblioteka poput
biblioteke MPI koja programeru nudi jednostavan na£in uporabe ali i pove¢ava tro²kove komuniciranja
i zahtjeva prilagodbu podataka koji se ²alju.

Kona£no, s dana²njim razvojem osobnih ra£unala treba spomenuti jo² jedan na£in paralelizacije
koji je vezan uz jedno ra£unalo ali nudi relativno velik broj specijaliziranih radnika � radi se o gra�£kom
procesoru (engl. Graphics Processing Unit, GPU) koji je mogu¢e iskoristiti za dobivanje £ak i preko
100 procesnih jedinica. Me�utim, kako su ti procesori daleko skromniji po mogu¢nostima od centralnog
procesora, nisu prikladni za sve vrste problema. Dodatnu cijenu koju treba uzeti u obzir jest pro²ak
prebacivanje podataka iz radne memorije ra£unala u memoriju gra�£ke kartice da bi ih GPU uop¢e
vidio te prebacivanje rezultata iz memorije gra�£ke kartice u radnu memoriju ra£unala da bi ih program
koji se izvr²ava na ra£unalu mogao iskoristiti. Ovisno o vrsti problema koji se rje²ava, rezultati mogu
biti ubrzanje od vi²e stotina puta [Harding and Banzhaf, 2007], ili mogu biti jo² i lo²iji no da se izvode
samo na centralnom procesoru. Za programiranje algoritama za izvo�enje na gra�£kom procesoru
danas se naj£e²¢e koristi CUDA od tvrtke NVidia.

Na koji na£in obaviti paralelizaciju, dosta je osjetljivo pitanje. Korist koju moºemo dobiti od para-
lelizacije uobi£ajeno mjerimo pojmom ubrzanje. Promotrimo slu£aj u kojem imamo slijedni algoritam
koji posao obavlja u vremenu T . Ozna£imo s rs = Ts

T postotak vremena u kojem se izvodi dio algo-
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ritma koji nije mogu¢e paralelizirati. Za dio algoritma koji je tro²io preostalo vrijeme Tp = T − Ts
(uvedimo rp = (1 − rs)) pretpostavimo da smo algoritam uspjeli paralelizirati tako da se taj posao
obavlja paralelno na k radnika. Time ¢e vrijeme potrebno za izvo�enje tog posla pasti na T

′
p =

Tp
k ,

£ime ¢e za £itav posao trebati T
′

= Ts + T
′
p. Ubrzanje S de�nira se kao omjer ova dva vremena:

S =
T

T ′
=

T

Ts + T ′p
=

T

T · rs +
T ·rp
k

=
T

T ·
(
rs +

rp
k

) =
1

rs +
rp
k

=
1

(1− rp) +
rp
k

,

²to direktno odgovara ubrzanju de�niranom Amdahlovim zakonom [Amdahl, 1967].
Pogledajmo ²to ovo ima za posljedicu. Pretpostavimo da imamo generacijski genetski algoritam koji

radi s populacijom od 100 jedinki. Algoritam smo pokrenuli na jednoprocesorskom ra£unalu; izmjerili
smo da vrijeme potrebno za stvaranje nove populacije iznosi 10 ms, a od tog vremena na vrednovanje
jedinki je potro²eno 6 ms. Ako se usredoto£imo na paralelizaciju operatora vrednovanja, koliko najvi²e
moºemo ubrzati postupak stvaranja nove generacije ako moºemo uzeti radnika proizvoljno mnogo? U
ovom slu£aju imamo rs = 4

10 = 0, 4 i rp = 6
10 = 0, 6. Limes izraza izvedenog za ubrzanje kada pustimo

da k →∞ je

S|k→∞ =
1

rs

²to je u na²em slu£aju jednako 1
0.4 = 2, 5. Slijedi da, ²to god da radili, takvom paralelizacijom postupak

moºemo ubrzati najvi²e 2,5 puta, odnosno vrijeme skratiti s 10 ms na 4 ms. Dakako, ovo je gornja
granica ubrzanja koja pretpostavlja da ne postoji tro²ak paralelizacije (sinkronizacije, serijalizacije,
deserijalizacije, komunikacijski tro²kovi i sli£no). Uvedemo li tro²ak paralelizacije τ po svakom radniku
de�niran kao postotak s obzirom na vrijeme T , tada ukupno vrijeme uz paralelizaciju na k radnika
moºemo zapisati kao T

′′
p =

Tp
k + k · (τ · T ). Tada ¢e ubrzanje biti:

S =
T

T ′′
=

T

Ts + T ′′p
=

T

T · rs +
T ·rp
k + k · (τ · T )

=
1

rs +
rp
k + k · τ

=
1

(1− rp) +
rp
k + k · τ

.

Da bi ubrzanje bilo ve¢e od 1, nazivnik razlomka mora biti manji od 1. Me�utim, tro²ak parale-
lizacije doprinosi iznosu vrijednosti nazivnika, i sasvim je mogu¢e paralelizacijom generirati algoritam
koji radi jo² i sporije no ²to je radio bez paralelizacije. Da se ovo ne bi dogodilo, £lan k · τ mora biti
zanemariv u odnosu na rp

k , ²to pak zna£i da se paralelizacija isplati samo ako je tro²ak paralelizacije
bitno manji od trajanja posla koji se paralelizira. Upravo iz ovog razloga nikada ne¢emo raditi pa-
ralelizaciju operatora mutacije na na£in da dijelove jedinke protokolom TCP ²aljemo na k radnika i
potom prikupljamo natrag rezultat � tro²ak paralelizacije tu ¢e biti bitno ve¢i od izvo�enja operatora
mutacije bez paralelizacije i takvom ¢emo paralelizacijom usporiti a ne ubrzati algoritam.
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Poglavlje 17

Neki od modela paralelizacije

17.1 Uvod

U prethodnom poglavlju ukratko smo razmotrili razloge za paralelizaciju algoritama te okvirnu podjelu
na£ina na koje se to moºe obaviti. U ovom poglavlju pozabavit ¢emo se s nekoliko klasi£nih izvedbi
paralelizacije, imaju¢i pri tome u vidu samo implementacije prikladne za izvedbu na uobi£ajenim
ra£unalima � ²to ra£unalima s vi²e jezgri, ²to implementacije prikladne za vi²e umreºenih ra£unala.
Posebne vrste paralelizacije koje bi bile prikladne za speci�£no sklopovlje ovdje ne¢emo razmatrati.

17.2 Nesuradna paralelizacija

Jedan od najjednostavnijih oblika paralelizacija jest nesuradna paralelizacija, prikazana na slici 17.1.
Pretpostavimo da na raspolaganju imamo klasi£nu jednodretvenu implementaciju optimizacijskog al-
goritma; tako�er pretpostavimo da taj optimizacijski algoritam prima dva argumenta: opis problema
te parametre. Ideja nesuradne paralelizacije jest pokrenuti vi²e algoritama koji rje²avaju isti problem
s potencijalno razli£itim parametrima koji utje£u na rad algoritma. Promjena parametara ima smisla
jer je poznato da zbog no-free-lunch teorema ne postoji najbolji optimizacijski algoritam; s druge
strane, svaki novi skup parametara algoritma koji je mogu¢e parametrizirati efektivno stvara "novi
algoritam". Stoga je za o£ekivati da ¢e uz kona£no vrijeme izvo�enja na² optimizacijski algoritam uz
razli£ite parametre biti razli£ito uspje²an.

Slika 17.1: Nesuradna paralelizacija

Kod nesuradne paralelizacije prikazane na slici 17.1 postoji glavni program (na slici prikazan kao
gospodar) koji pokre¢e vi²e primjeraka optimizacijskog algoritma (kao zaseban proces ili u novoj dretvi;
na slici su prikazani kao radnici). Prilikom stvaranja primjerka optimizacijskog algoritma, algoritmu
se predaje opis problema te parametri uz koje ¢e raditi. Jednom kad su algoritmi gotovi, glavnom
programu predaju najbolje prona�eno rje²enje. Glavni program potom uspore�uje prona�ena rje²enja
i ono najbolje vra¢a kao rezultat optimizacijskog procesa.

161
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Primjer ovakve paralelizacije izveden kao Bash-skripta (Bash je ljuska na operacijskom sustavu
Linux) prikazan je pseudokodom 17.1. Skripta pretpostavlja da smo opis problema pohranili u datoteku
problem.txt te da ºelimo pokrenuti £etiri primjerka algoritma; pri tome su parametri s kojima ¢e raditi
svaki od algoritama pripremljeni u datotekama param1.txt do param4.txt. Optimizacijski algoritam
implementirali smo kao Java program OptimAlgoritam koji o£ekuje tri argumenta: opis problema koji
rje²ava, parametre s kojima radi te datoteku u koju ¢e zapisati podatke o najboljem prona�enom
rje²enju.

Pseudokod 17.1 Nesuradna paralelizacija izvedena kao Bash skripta.

#! /bin/bash

#Definiraj koliko radnika treba pokrenuti

RADNIKA=4

# Pokreni £etiri optimizacijska algoritma

for i in $(seq 1 ${RADNIKA}); do

java OptimAlgoritam --out=sol${i}.txt --in=problem.txt --params=param${i}.txt &

done

# Pri£ekaj da sva £etiri zavr²e

wait

# Prona�i najbolje:

java PickBest --inputs=sol1.txt...sol${RADNIKA}.txt --output=final.txt

U ovom rje²enju prikazana Bash skripta je "gospodar" koji pokre¢e £etiri radnika kao zasebne
procese; broj je lagano promijeniti jer je de�niran kao varijabla skripte. Zahvaljuju¢i znaku & na kraju
naredbe za pokretanje radnika, Bash ¢e radnika pokrenuti u pozadini i odmah nastaviti izvo�enje
sljede¢e naredbe. Time ¢e svi radnici biti pokrenuti jedan za drugim bez £ekanja. Nakon toga izvo�enje
ljuske ¢e zapeti na naredbi wait. Ta ¢e naredba uzrokovati £ekanje dok svi procesi koje je skripta
pokrenula ne zavr²e sa izvo�enjem; u na²em primjeru to ¢e se dogoditi kada svi pokrenuti radnici
zavr²e s izvo�enjem. Nakon toga pokre¢e se Java program PickBest koji kao argument dobiva raspon
datoteka s rje²enjima (u svakoj datoteci se nalazi najbolje prona�eno rje²enje odgovaraju¢eg radnika te
njegova dobrota). Drugi argument programa je datoteka u koju treba prekopirati najbolje prona�eno
rje²enje.

Ovakvu paralelizaciju ima smisla raditi i ako se svi radnici pokre¢u s jednakim parametrima. Naime,
prisjetimo se da su optimizacijski algoritmi o kojima je ovdje rije£ algoritmi koji prostor pretraºuju pod
utjecajem slu£ajnog mehanizma; stoga su osjetljivi na slu£ajno generirana po£etna rje²enja kao i na
odluke koje se temeljem slu£ajnog mehanizma donose tijekom izvo�enja optimizacije. Posljedica je da
svaki algoritam moºe (i naj£e²¢e za teºe probleme ho¢e) zavr²iti s nekim drugim, razli£ito kvalitetnim,
rje²enjem.

Ovaj oblik paralelizacije £esto se izvodi i skroz ru£no, i poznat je jo² i pod nazivom trivijalna
paralelizacija.

Umjesto razli£itih procesa, ovakva se paralelizacija moºe izvesti i uporabom vi²edretvenosti. Pri-
mjer prikazuje izvorni kod 17.1. Primjer pretpostavlja da su zasebnim razredima modelirani:

• razredom Problem problem koji je potrebno rije²iti,

• razredom Parametri parametri uz koje ¢e optimizacijski algoritam rje²avati problem,

• razredom OptimAlgoritam optimizacijski algoritam te

• razredom Solution jedno rje²enje problema koji se rje²ava.
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Ispis 17.1: Nesuradna paralelizacija ostvarena uporabom vi²edretvenosti u programskom jeziku Java.
1 public class Nesuradna {
2
3 public stat ic void main ( St r ing [ ] a rgs ) {
4
5 int brojRadnika = 4 ;
6
7 f ina l Problem problem = ucita jProblem ( ) ;
8
9 // Priprema i pokre tan j e radnika :
10 Thread [ ] r a dn i c i = new Thread [ brojRadnika ] ;
11 OptimAlgoritam [ ] a l g o r i tm i = new OptimAlgoritam [ brojRadnika ] ;
12 for ( int i = 0 ; i < brojRadnika ; i++) {
13 Parametri params = pripremiParametre ( i ) ;
14 f ina l OptimAlgoritam a lg = new OptimAlgoritam ( problem , params ) ;
15 a l g o r i tm i [ i ] = a lg ;
16 r adn i c i [ i ] = new Thread (new Runnable ( ) {
17 public void run ( ) {
18 a lg . op t im i r a j ( ) ;
19 }
20 } ) ;
21 r adn i c i [ i ] . s t a r t ( ) ;
22 }
23
24 // Cekanje da s v i r adn i c i zav r s e :
25 for ( int i = 0 ; i < brojRadnika ; i++) {
26 try { r adn i c i [ i ] . j o i n ( ) ; } catch ( Exception ex ) {}
27 }
28
29 // Trazenje n a j b o l j e g r j e s e n j a :
30 So lu t i on best = a l g o r i tm i [ 0 ] . v r a t iNa j b o l j e ( ) ;
31 for ( int i = 1 ; i < brojRadnika ; i++) {
32 So lu t i on s = a l g o r i tm i [ i ] . v r a t iNa j b o l j e ( ) ;
33 i f ( s . dobrota > best . dobrota ) bes t = s ;
34 }
35
36 // Pohrana r j e s e n j a
37 pohrani ( bes t ) ;
38 }
39
40
41 stat ic Parametri pripremiParametre ( int index ) {
42 // Pripremi parametre za index−t i a l gor i tam
43 }
44
45 stat ic Problem ucita jProblem ( ) {
46 // Vrat i problem k o j i rjesavamo .
47 }
48
49 stat ic void pohrani ( So lu t i on s o l ) {
50 // Pohrani r j e s en j e , p r im j e r i c e na d i s k .
51 }
52 }

Napomenimo da ovakvu paralelizaciju, bilo onu prikazanu pseudokodom 17.1 ili onu prikazanu ispi-
som 17.1 ima smisla raditi s najvi²e onoliko radnika koliko ra£unalo ima jezgri na raspolaganju. Naime,
obje prikazane izvedbe paralelizacije pokre¢u se na jednom ra£unalu, a kako su optimizacijski algoritmi
doslovno programi drobljenja brojeva (nema ulazno/izlaznih operacija i sli£no), svaki pokrenuti radnik
moºe zauzeti po jednu jezgru i drºati je na 100% optere¢enja. Ako bismo pokrenuli vi²e radnika no ²to
�zi£ki imamo jezgri, pojavila bi se situacija da se vi²e radnika natje£e za istu jezgru � posljedica bi bio
neu£inkovitiji rad jer bi se pojavili tro²kovi promjene konteksta koje bi operacijski sustav bio prisiljen
raditi kako bi periodi£ki razli£ite radnike pu²tao na istu jezgru.

Nesuradnu paralelizaciju mogu¢e je ostvariti i s radnicima koji su raspodijeljeni na vi²e ra£unala,
uz pretpostavku da su ra£unala umreºena. Vi²e o tome ¢e biti rije£i kasnije.
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17.3 Suradna paralelizacija

Umjesto nesuradne paralelizacije, ako na raspolaganju imamo vi²e jezgri i/ili ra£unala, relativno jed-
nostavno moºemo napraviti suradnu paralelizaciju. Pretpostavimo da imamo vi²e radnika i da svaki
radnik izvodi jedan primjerak optimizacijskog algoritma. Nadogradimo sada optimizacijske algoritme
tako da im dodamo jo² samo dvije metode prikazane u nastavku.

1 public So lu t i on getSomeSolut ion ( ) { . . . }
2 public void useSo lu t i on ( So lu t i on o f f e r i n g ) { . . . }

Od metode getSomeSolution() o£ekujemo da ¢e vratiti neko rje²enje iz populacije (moºemo se £ak dogo-
voriti da ¢e metoda uvijek vratiti kopiju trenutno najboljeg rje²enja koje ima). S druge pak strane,
od metode useSolution o£ekujemo da ¢e rje²enje koje joj se preda iskoristiti kako bi pobolj²ala vlastitu
populaciju. Jedna mogu¢nost jest u vlastitoj populaciji potraºiti najgore rje²enja, njega izbaciti i na
upraºnjeno mjesto dodati ponu�eno rje²enje.

Ako imamo te dvije metode na raspolaganju, tada se £itav program moºe sloºiti na na£in da
gospodar periodi£ki pita svakog od radnika za kopiju najboljeg rje²enja i potom te kopije ponudi
nekim drugim radnicima. Radimo li vi²edretvenu aplikaciju, tada je ovo doista trivijalno za izvesti.
Odluka tko ¢e kome slati rje²enja de�nirana je topologijom. Primjeri nekih od topologija prikazani su
na slici 17.2; radnici su predstavljeni kruºi¢ima a smjer razmjene rje²enja pokazuju strelice.

(a) Topologija prstena (b) Potpuno povezana topologija

(c) Topologija ugnijeº�enih prstena

Slika 17.2: Primjeri razli£itih topologija

Ovdje treba uo£iti da postoji jo² niz pitanja na koja nismo dali odgovor, ali idemo ih barem
postaviti.

• Treba li postojati gospodar? Ulogu gospodara u prethodnom smo primjeru opravdali potrebom da
netko periodi£ki proziva radnike, prikuplja jedinke i dostavlja ih drugim radnicima. To me�utim
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ne mora biti uloga gospodara � radnici i sami mogu biti svjesni trenutne topologije i periodi£ki
slati i primati rje²enja. Ako se £itav proces izvodi na jednom ra£unalu, tada bi to moglo za-
komplicirati program jer umjesto da odluka bude centralizirana na razini gospodara, u opisanom
scenariju bismo je morali implementirati kod svih radnika. Me�utim, u sustavu koji se sastoji od
mno²tva radnika koji se izvode na razli£itim ra£unalima i komuniciraju putem mreºe, centralni
gospodar moºe postati usko grlo � u tom scenariju dodatni tro²ak implementacije raspodijeljene
logike u radnike moºe se isplatiti. S druge pak strane, nas u kona£nici zanima najbolje prona�eno
rje²enje; ako se postupak izvodi na vi²e ra£unala, nije nam prihvatljivo da moramo tr£karati od
ra£unala do ra£unala i na svakom po datotekama traºiti koliko je kvalitetno rje²enje prona�eno.
Stoga je u takvom sustavu opravdano postojanje i gospodara, ali £esto samo kao onoga tko na
po£etku pokrene sve radnike i potom samo periodi£ki prikuplja najbolja rje²enja koja i sami
radnici mogu dojavljivati kada ih prona�u � time se pak izbjegava potreba da gospodar propituje
svako malo ima li £ega novoga.

• Koju topologiju uzeti? Prikladna topologija ovisi o problemu koji se rje²ava. Koliko ¢e se koristiti
radnika £esto je odre�eno naprosto koli£inom ra£unalnih resursa koje imamo na raspolaganju.
Kako te radnike povezati � samo eksperimentiranje moºe dati kona£ni odgovor. Pri tome rreba
voditi ra£una o �zi£kim ograni£enjima; primjerice, ako se koristi potpuno povezana topologija
(svaki radnik ²alje rje²enje svim drugim radnicima), sama mreºa preko koje se ²alju poruke moºe
postati usko grlo, pa time potpuno povezana topologija (kao i sli£ne) mogu postati neprikladne.

• Koliko £esto se rje²enja razmjenjuju? Razmjena moºe biti sinkrona � u tom slu£aju odre�ena je
parametrom koji se zove migracijski interval. Primjerice, migracijski interval moºe biti 5 sekundi,
²to zna£i da ¢e svakih 5 sekundi radnici predati neko svoje rje²enje i primiti rje²enja od drugih.
Razmjena me�utim moºe biti i asinkrona � primjerice, u scenariju u kojem radnik samostalno
donosi odluku i ²alje novo rje²enje svaki puta kada prona�e neko bolje rje²enje; tako dugo dok ne
pronalazi bolja rje²enja, ni²ta ne ²alje dalje. Ako se koristi sinkrona razmjena, treba pripaziti na
iznos migracijskog intervala: ako je preveliki, dobit ¢e se efekt nesuradne paralelizacije jer radnici
gotovo pa da i ne razmjenjuju rje²enja. Ako je premali, dobit ¢e se efekt jedne velike populacije
²to je opet lo²e � bolje je pustiti svakog od radnika da neko vrijeme nezavisno istraºujeneki
podprostor u prostoru rje²enja.

• �to se to£no ²alje? Da li samo jedno rje²enje, i ako da, koje (je li nuºno da to bude najbolje?),
ili se moºda ²alje vi²e rje²enja? Ako da, kako se izabiru? Treba uo£iti da ²to se ²alju kvalitetnija
rje²enja, i ²to je intenzitet te razmjene ve¢i (migracijski interval kra¢i), u £itavom distribuira-
nom sustavu efektivno dolazi do porasta selekcijskog pritiska � bolja rje²enja brºe se ²ire kroz
populacije i doprinose fokusiranju populacije.

• Na koji se na£in rje²enja ugra�uju? Ako se radi o genetskom algoritmu, odgovor je jasan �
moºemo ga naprosto dodati u populaciju. No ²to ako su algoritmi primjerice mravlji? Mravlji
algoritam nema populacije u koju bi dodao trenutno rje²enje. Jedna mogu¢nost je tada koristiti
to rje²enje za dodatno modi�ciranje feromonskih tragova. A tada se opet otvara niz pitanja �
moºda prvo i najvaºnije: koliko jako to rje²enje treba utjecati na postoje¢e feromonske tragove?

• Da li koristiti homogeni ili heterogeni sustav? Homogeni sustav pretpostavlja da svi radnici
izvode identi£an algoritam. Me�utim, to ne mora biti tako. Svaki radnik bi mogao izvoditi isti
algoritam ali uz razli£ito pode²ene parametre. �tovi²e, razli£iti radnici bi mogli izvoditi i razli£ite
optimizacijske algoritme � u tom slu£aju govorimo o heterogenom sustavu. Razli£iti algoritmi na
razli£it na£in pretraºuju prostor rje²enja i koriste razli£ite algoritme � ²to je za jedan algoritam
lokalni optimum (zbog reprezentacije i operatora koje koristi), to za neki drugi algoritam ne mora
biti lokalni optimum; u slu£aju suradnje lako je zamisliti da ¢e se posti¢i bolji rezultati.

Spomenimo jo² jedan problem koji se javlja ve¢ i kod paralelizacije uporabom vi²edretvenosti.
Pretpostavimo da u sustavu postoji vi²e radnika (svakog izvodi jedna dretva) te gospodar koji se brine
za razmjenu rje²enja. Gospodar ¢e periodi£ki nad svakim algoritmom pozvati metodu getSomeSolution()

kako bi dobio neko rje²enje. No ²to bi ta metoda trebala vratiti? Prisjetimo se da je ovaj poziv
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napravljen iz dretve koja izvodi gospodara � u tom istom trenutku radnik moºe biti usred posla
stvaranja nove populacije, i trenutna populacija tada moºda uop¢e ne postoji. Gospodar i radnik
ovdje ¢e se morati me�usobno sinkronizirati � gospodar ¢e trebati pri£ekati dok radnik s izvo�enjem
optimizacijskog algoritma ne do�e do to£ke u kojoj gospodara moºe smisleno posluºiti. Ovo ¢e pak u
gospodarev posao unijeti ka²njenja � od trenutka kada odlu£i da treba pokupiti rje²enja od svih radnika
do trenutka kad je to doista uspio i do£ekati moºe pro¢i neprihvatljivo puno vremena. Jedno mogu¢e
rje²enje jest pisati optimizacijski algoritam tako da uvijek ima referencu na najbolje prona�eno rje²enje
(koje aºurira svaki puta kada prona�e bolje), te pisati metodu getSomeSolution() tako da naprosto pro£ita
referencu na to rje²enje. S obzirom da ¢e tu referencu postavljati jedna dretva a £itati druga, nuno je
osigurati da objekt na koji referenca pokazuje bude nepromjenjiv, te da postavljanje reference te £itanje
reference bude izvedeno na vi²edretveno siguran na£in. Za to se moºe koristitineki sinkronizacijski
mehanizam; me�utim, preporu£io bih da se za ovo koristi AtomicReference, razred koji je u Javi prisutan
od uvo�enja paketa java. util .concurrent i koji £itanje i zamjenu reference obavlja uporabom sklopovski
podrºane instrukcije CAS ("compare & set") ²toje £esto najbrºi mogu¢i na£in.

Implementacija metode useSolution moºe biti jo² problemati£nija � ovisno o topologiji, svaki radnik
s vremena na vrijeme moºe dobiti jedno ili vi²e rje²enja koje treba ugraditi u populaciju. Me�utim,
trenutci u kojima se ta rje²enja mogu ugraditi su jo² rije�i i speci�£ni od algoritma do algoritma.
Primjerice, kod generacijskog genetskog algoritma prakti£ki jedini smisleni trenutak kada se rje²enje
moºe ugraditi u populaciju je na samom kraju generacijskog ciklusa, kad su obavljena sva kriºanja,
mutacije i vrednovanja djece te kada temeljem stare populacije roditelja i nove populacije djece treba
odlu£iti koje ¢e jedinke u¢i u novu populaciju roditelja za sljede¢u generaciju. Na tom mjestu odabir bi
se mogao pro²iriti tako da se u obzir uzmu i prido²le jedinke drugih algoritama. Ako bi gospodar svo to
vrijeme bio zablokiran, njegov bi posao postao opasno ugroºen. Stoga je preporuka svaki od algoritama
opskrbiti vlastitim privatnim redom pristiglih rje²enja. Svaki puta kada gospodar pripremi jedno ili vi²e
rje²enja, pozivom metode useSolution rje²enja se samo ubace u taj red i gospodar se blokira minimalno
(koliko je potrebno da na vi²edretveno siguran na£in rje²enja ubaci u tu strukturu podataka); s druge
strane, optimizacijski algoritam, u trenutcima kada to njemu odgovara treba provjeriti ima li kakvih
rje²enja u njegovom redu, i ako ima, isprazniti red i obraditi rje²enja. Ovdje se kao red mogu koristiti
sinkronizirane verzije lista ili ba² kolekcije tipa red koje su dostupne u okviru paketa java. util .concurrent.

17.4 Paralelizacija na razini populacije

Paralelizacija na razini populacije kod ve¢ine populacijskih optimizacijskih algoritama predstavlja pri-
rodan i £esto najjednostavniji na£in paralelizacije, tako dugo dok se £itav program pi²e za izvo�enje
na jednom ra£unalu. Naime, u tom slu£aju paralelizacija se moºe obaviti uporabom vi²edretvenosti
²to £itav proces £ini izuzetno jednostavnim. Prije no ²to se osvrnemo na ovaj oblik paralelizacije,
pogledajmo ovu vrstu paralelizacije u malo ²irem kontekstu.

Slika 17.3: Paralelizacija na razini populacije
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Slika 17.3 prikazuje koncept izvedbe paralelizacije na razini populacije. Uz pretpostavku da je
najskuplja operacija optimizacijskog procesa upravo vrednovanje, slika 17.3 prikazuje pristup kod kojeg
je gospodar zaduºen za odrºavanje populacije, provo�enje odabira roditelja, kriºanje i mutiranje, dok
su zasebni paralelni "entiteti" zaduºeni samo za provo�enje procesa vrednovanja.

Zamislimo jedan klasi£ni generacijski genetski algoritam. Na po£etku optimizacijskog postupka
gospodar stvara inicijalnu populaciju rje²enja. Naj£e²¢e, to se obavlja posredstvom slu£ajnog meha-
nizma i moºe biti brzo gotovo. Jednom stvorenu po£etnu populaciju jedinki potrebno je vrednovati.
U tu svrhu gospodar svaku od jedinki prije dodavanja u populaciju ume¢e u FIFO red nevrednovanih
jedinki (FIFO � engl. First In, First Out ; na slici 17.3 to je gornji red). U sustavu osim radnika postoji
i k radnika koji su pokrenuti istovremeno kada je pokrenut i gospodar (u nekim izvedbama jedna od
uloga gospodara moºe biti i pokretanje radnika). Svaki od radnika po pokretanju ostaje zaglavljen u
poku²aju da iz reda nevrednovanih jedinki preuzme jedinku i da zapo£ne proces vrednovanja. Posao
koji obavlja radnik prikazan je pseudokodom 17.2.

Pseudokod 17.2 Posao koji obavlja radnik.

ponavljaj dok nije signaliziran kraj

Solution s = izvadi jedinku iz reda nevrednovanih jedinki;

Provedi vrednovanje jedinke (s);

Ubaci jedinku (s) zajedno s mjerom dobrote u red vrednovanih jedinki;

kraj ponavljaj

Ubacivanjem svih n jedinki koje trebaju postati po£etna populacija u red nevrednovanih jedinki,
gospodar ¢e iz reda vrednovanih jedinki poku²ati pro£itati n jedinki i dodati iz u po£etnu populaciju.
Poku²aj £itanja ¢e ga, me�utim, zamrznuti jer u tom redu jo² nema vrednovanih jedinki. Paralelno s
time, radnici ¢e po£eti vaditi jednu po jednu jedinku, provest ¢e vrednovanje i rezultat ¢e ubaciti u red
vrednovanih jedinki. Kako u sustavu postoji k radnika koji vrednovanje obavljaju paralelno, te kako
je broj jedinki koje treba vrednovati jednak n, o£ekujemo da ¢emo posti¢i ubrzanje od pribliºno dnk e u
odnosu na situaciju u kojoj se vrednovanje svih n jedinki provodi slijedno.

Malo po malo, kako radnici rije²e vrednovanje i rezultate ubace u red vrednovanih jedinki, gospodar
¢e se periodi£ki odmrzavati i iz tog reda vaditi jednu po jednu vrednovanu jedniku koju ¢e potom
dodati u po£etnu populaciju. Kada do£eka svih n jedinki, gospodar ulazi u glavnu petlju generacijskog
genetskog algoritma:

1. provodi selekciju roditelja,

2. kriºa roditelje kako bi dobio djecu,

3. provodi mutiranje djece,

4. dodaje m stvorene djece u red nevrednovanih jedinki,

5. iz reda vrednovanih jedinki £ita m jedinki koje £ine vrednovanu populaciju djece te

6. temeljem n roditelja i m stvorene i vrednovane djece odabire n novih jedinki koje ¢e postati
roditelji za sljede¢u generaciju.

Opisani postupak pri tome je generalno primjenjiv na razli£ite populacijske algoritme a ne samo na
genetski algoritam na kojem je paralelizacija ilustrirana; pri tome nazive "kriºaj/mutiraj" te "zamijeni"
samo treba prilagoditi trenutnom algoritmu koji se paralelizira.

Ako pretpostavka da je vrednovanje dominantno najskuplja operacija ne stoji, ve¢ ako postupci
izbora roditelja te provo�enja kriºanja i mutacije tro²e nezanemarivo vrijeme u odnosu na postupak
vrednovanja, mogu¢e je napraviti postupak paralelizacije kod kojeg sve te operacije provode radnici.
Da bi se to moglo provesti e�kasno, nuºna je pretpostavka da radnici mogu jeftino do¢i do trenutne
populacije i pridruºenih dobrota; ta je pretpostavka ispunjena ako se kao paralelizacijski model uzme
izrada vi²edretvene aplikacije na ra£unalu koje ima odgovaraju¢i broj jezgri na raspolaganju; u tom
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slu£aju, i gospodar i svaki od radnika izvode se u svojim vlastitim dretvama unutar dijeljenog adresnog
prostora aplikacije. U tom slu£aju svaki od radnika direktno ima pristup svim jedinkama populacije
bez ikakvih dodatnih tro²kova. Kod takve izvedbe paralelizacije red nevrednovanih jedinki moºemo
op¢enitije promatrati kao red poslova koje treba provesti. Gospodar ¢e u taj red ubaciti m poslova,
gdje svaki posao predstavlja zadatak tipa: "evo ti populacija, provedi postupak odabira roditelja, kriºaj
ih i stvori dijete, mutiraj ga, vrednuj i ubaci u red vrednovanih jedinki". Gospodar potom iz reda
vrednovanih jedinki opet £ita m jedinki koje su nastale kao rezultat rada radnika, te iz populacije djece
i stare populacije roditelja odabire jedinke koje ¢e u¢i u novu populaciju roditelja, £ime se £itav proces
moºe ponavljati potreban broj puta.

U programskom jeziku Java, opisani je model relativno jednostavno implementirati koriste¢i gotove
primitive koje nudi sam jezik. Svaki student koji je odslu²ao osnove operacijskih sustava trebao bi znati
kako uporabom monitora ostvariti vi²edretveno siguran red, a uz dostupne ugra�ene kolekcije i pri-
mitive jezika poput klju£nih rije£i synchronized, metode Object.wait(), Object.notify() te Object.notifyAll(),
mogu¢nosti stvaranja dretvi uporabom razreda Thread i modeliranja poslova preko su£elja Runnable to
bi trebao biti relativno jednostavan zadatak.

Me�utim, kako vi²edretveno programiranje ipak predstavlja dodatni napor i £esto je podloºno unosu
suptilnih pogre²aka, u nastavku ¢emo se osvrnuti na mogu¢nost implementacije ovake paralelizacije
uporabom ne²to vi²ih primitiva koji su u Javi dostupni od uvo�enja paketa java.util.concurrent.

Slika 17.4: Paralelizacija na razini populacije uporabom paketa java.tuil.concurrent.

Rje²enje koje ¢emo analizirati prikazano je na slici 17.4. U okviru paketa java.util.concurrent

programerima je na raspolaganje dan model paralelizacije koji se temelji na su£elju ExecutorService, usluzi
koja sama odrºava red poslova, omogu¢ava zadavanje jednog ili vi²e poslova koje je potrebno obaviti
i pojednostavljuje dohvat rezultata. Paket java.util.concurrent programerima na raspolaganje
stavlja £itav niz razli£itih implementacija ovog su£elja: od implementacije koja koristi samo jednu
dretvu i sve poslove izvodi slijedno redoslijedom kojim su pristigli pa do implementacija koje same
odrºavaju vlastite "bazene" dretvi koje ¢e izvoditi poslove. Odabir ºeljene implementacije kao i njezino
kon�guriranje provodi se preko stati£kih metoda razreda Executors. Tako se, primjerice, stvaranje FIFO
reda povezanog s �ksnim brojem dretvi koje dohva¢aju poslove i izvode ih postiºe pozivom:

1 int numberOfThreads = Runtime . getRuntime ( ) . a v a i l a b l eP r o c e s s o r s ( ) ;
2
3 ExecutorServ i ce exe cu to rSe rv i c e = Executors . newFixedThreadPool (
4 numberOfThreads
5 ) ;

Koristi se stati£ka metoda newFixedThreadPool koja kao argument prima broj dretvi koje trebaju ops-
luºivati red poslova. U prethodnom isje£ku taj se broj dinami£ki utvr�uje i postavlja na raspoloºivi
broj jezgri ra£unala na kojem se program izvodi. Konkretna implementacija generacijskog genetskog
algoritma koja se temelji na opisanom paketu prikazana je na ispisu 17.2 dok su pomo¢ne metode i
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podrazredi prikazani na ispisu 17.3.
U paketu java.util.concurrent svaki je posao modeliran su£eljem Callable<T>. Naime, su£elje

Runnable koje se tipi£no koristi kada se direktno radi s dretvama predvi�eno je za opisivanje koda koji je
potrebno izvesti u drugoj dretvi � koda koji ni²ta ne proizvodi. Su£elje Callable<T> je parametrizirano
i omogu¢ava modeliranje posla koji ¢e proizvesti upravo jedan objekt £iji je tip zadan parametrom T.
Su£elje Callable prikazano je u nastavku.

1 public interface Cal lab l e<T> {
2 public T c a l l ( ) ;
3 }

Su£elje de�nira samo jednu metodu: call koja ne prima argumente a vra¢a referencu na objekt koji
je proizveden. Dretve koje se nalaze u pridruºenom bazenu iz reda ¢e vaditi jedan po jedan posao i
pozvati metodu call kako bi obavile zadan posao. Za umetanje poslova u red poslova ExecutorService

nudi niz pomo¢nih metoda od kojih ¢emo istaknuti dvije prikazane u nastavku.

1 public <T> Future<T> submit ( Ca l lab l e<T> task ) ;
2 public <T> List<Future<T>> invokeAl l ( Co l l e c t i on <? extends Cal lab l e<T>> tasks ) ;

Za svaki posao predan preko te dvije metode ExecutorService vra¢a objekt tipa Future<T> koji predstavlja
omota£ oko rezultata koji ¢e predani posao proizvesti. Metoda submit prima samo jedan posao pa vra¢a
jedan omota£, dok metoda invokeAll prima listu poslova pa vra¢a listu omota£a. Su£elje Future<T> nudi
niz metoda kojima se moºe kontrolirati ²to se doga�a s poslom (primjerice, je li posao izveden, a
omogu¢ava i otkazivanje izvo�enja posla); me�utim, naj£e²¢e kori²tena metoda ovog su£elja je metoda:

1 public <T> get ( ) ;

Pozivom metode get dohva¢a se rezultat koji je posao proizveo i vra¢a se pozivatelju; dakako, ako je
do tog trenutka posao doista i izveden i rezultat pripremljen; ako nije, pozivatelj ¢e se zablokirati na
tom pozivu sve dok se posao ne izvede i dok se ne pripremi rezultat.

Iz dosada²njeg opisa trebalo bi biti jasno kako se moºe izvesti paralelizacija uporabom su£elja
ExecutorService:

• stvori se objekt tipa ExecutorService uporabom stati£kih metoda razreda Executors,

• rje²enje se modelira razredom ili su£eljem (u ispisu 17.2 kori²ten je razred BitvectorSolution),

• posao se modelira razredom koji implementira su£elje Callable<BitvectorSolution> (drugim rje£ima,
kao posao koji proizvodi objekt tipa BitvectorSolution kriºanjem, mutacijom i vrednovanjem),

• u red se preda n takvih poslova i dobije se n objekata tipa Future<BitvectorSolution> nad kojima
se pozivom metode get do£ekaju/dobiju proizvedene jedinke te

• izme�u roditelja i do£ekanih jedinki koje £ine djecu odabere ne populacija roditelja za sljede¢u
generaciju.

Primjeri prikazani na ispisima 17.2 i 17.3 predstavljaju najve¢i dio programa koji uporabom gene-
racijskog genetskog algoritma minimizira zadanu funkciju. Sada je pravi trenutak da malo detaljnije
prou£ite taj kod. Uo£ite tako�er da je na kraju izvo�enja optimizacijskog procesa potrebno nad baze-
nom dretvi pozvati metodu shutdown, kako bi se sve dretve pogasile i time omogu¢ilo uredno terminiranje
procesa.



170 POGLAVLJE 17. NEKI OD MODELA PARALELIZACIJE

Ispis 17.2: Paralelizacija na razini populacije ostvarena uporabom vi²edretvenosti u programskom
jeziku Java.

1 package hr . f e r . zemris . optim . para l ;
2
3 import java . u t i l . ArrayList ;
4 import java . u t i l . Arrays ;
5 import java . u t i l . L i s t ;
6 import java . u t i l .Random ;
7 import java . u t i l . concurrent . Ca l l ab l e ;
8 import java . u t i l . concurrent . ExecutionException ;
9 import java . u t i l . concurrent . ExecutorServ i ce ;
10 import java . u t i l . concurrent . Executors ;
11 import java . u t i l . concurrent . Future ;
12 import hr . f e r . zemris . optim . para l . EvoUtil . EvoThread ;
13 import hr . f e r . zemris . optim . sa . B i t v e c t o rSo lu t i on ;
14 import hr . f e r . zemris . optim . sa . IFunct ion ;
15 import hr . f e r . zemris . optim . sa . NaturalBinaryDecoder ;
16
17 /∗∗ Program k o j i i l u s t r i r a p a r a l e l i z a c i j u na r a z i n i p o pu l a c i j e ∗∗/
18 public class ParalelGA1 {
19
20 /∗∗
21 ∗ Glavni program −− i l u s t r a c i j a p a r a l e l i z a c i j e GA na r a z i n i p o pu l a c i j e
22 ∗/
23 public stat ic void main ( St r ing [ ] a rgs )
24 throws InterruptedExcept ion , ExecutionException {
25
26 // Pripremi f un k c i j u ko ja se minimiz ira :
27 IFunct ion f = new IFunct ion ( ) {
28 @Override
29 public double valueAt (double [ ] po int ) {
30 return ( po int [0 ] −4)∗ ( po int [0]−4)+( po int [ 1 ]+2)∗ ( po int [ 1 ]+2 ) ;
31 }
32 } ;
33
34 // Ve l i £ ina popu l ac i j e , b inarn i dekoder t e v j e r o j a t n o s t mutac i je b i t a :
35 int popSize = 50 ;
36 NaturalBinaryDecoder decoder = new NaturalBinaryDecoder (−10 , 10 , 15 , 2 ) ;
37 double pm = 2.0 / decoder . g e tTota lB i t s ( ) ;
38
39 // Generator s l u £ a jn ih bro jeva , i n i c i j a l i z a c i j a p opu l a c i j e :
40 Random rand = new Random ( ) ;
41 B i tv e c t o rSo lu t i on [ ] populat ion =
42 EvoUtil . i n i t i a l i z e P o p u l a t i o n ( popSize , rand , decoder ) ;
43 for ( int i = 0 ; i < populat ion . l ength ; i++) {
44 populat ion [ i ] . f i t n e s s = −f . valueAt ( decoder . decode ( populat ion [ i ] ) ) ;
45 }
46
47 // Stvaran je thread−pool−a k o j i ¢ e o b a v l j a t i zada tke :
48 ExecutorServ i ce exe cu to rSe rv i c e = Executors . newFixedThreadPool (
49 Runtime . getRuntime ( ) . a v a i l a b l eP r o c e s s o r s ( ) ,
50 new EvoUtil . EvoThreadFactory ( )
51 ) ;
52
53 // Generac i j ska p e t l j a :
54 for ( int gene ra t i on = 1 ; gene ra t i on <= 500 ; gene ra t i on++) {
55 // S t v o r i l i s t u pos lova ko j e t r e ba nap r a v i t i :
56 List<Cal lab l e<Bi tvec to rSo lu t i on>> jobs = new ArrayList <>();
57 for ( int i = 0 ; i < populat ion . l ength ; i++) {
58 jobs . add (new Job ( populat ion , pm, f , decoder ) ) ;
59 }
60 // Po² a l j i po s l o v e u thread−poo l na i z v o � enje :
61 List<Future<Bi tvec to rSo lu t i on>> r e s u l t s = execu to rSe rv i c e . invokeAl l ( j obs ) ;
62 // Do£ eka j s tvorenu djecu i pohrani ih u popu l a c i j u d j e ce :
63 B i tv e c t o rSo lu t i on [ ] c h i l d r en = new Bi tv e c t o rSo lu t i on [ populat ion . l ength ] ;
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64 for ( int i = 0 ; i < populat ion . l ength ; i++) {
65 ch i l d r en [ i ] = r e s u l t s . get ( i ) . get ( ) ;
66 }
67 // Odaberi temeljem popu l a c i j e r o d i t e l j a i d j e ce tko £ i n i novu popu l a c i j u :
68 populat ion = se lectNewPopulat ion ( populat ion , ch i l d r en ) ;
69 }
70
71 // Prona� i i i s p i ² i n a j b o l j e r j e ² en je :
72 B i tv e c t o rSo lu t i on best = EvoUtil . f i ndBes t ( populat ion ) ;
73 System . out . p r i n t l n ("Najbolje rje²enje je: "+Arrays . t oS t r i ng ( decoder . decode ( bes t ) ) ) ;
74
75 // Ugasi thread−poo l :
76 exe cu to rSe rv i c e . shutdown ( ) ;
77 }
78
79 // Primjer odab ira nove popu l a c i j e : v r a t i n a j b o l j e i z un i j e
80 // t r enu tn i h r o d i t e l j a i d j e ce
81 private stat ic Bi tv e c t o rSo lu t i on [ ] se lectNewPopulat ion (
82 B i tv e c t o rSo lu t i on [ ] populat ion , B i tv e c t o rSo lu t i on [ ] c h i l d r en ) {
83 return EvoUtil . se lectBestFromUnion ( populat ion , ch i l d r en ) ;
84 }
85
86 /∗∗ Razred k o j i model ira posao odab ira dva r o d i t e l j a , s t v a ran ja d j e t e t a uporabom
87 k r i º anja i mutiranja , vredonovanje na s t a l o g d j e t e t a t e vra ¢ anje ∗∗/
88 stat ic class Job implements Cal lab l e<Bi tvec to rSo lu t i on> {
89
90 private Bi tv e c t o rSo lu t i on [ ] populat ion ;
91 private double pm;
92 private IFunct ion f ;
93 private NaturalBinaryDecoder decoder ;
94
95 // Konstruktor
96 public Job ( B i tv e c t o rSo lu t i on [ ] populat ion , double pm, IFunct ion f ,
97 NaturalBinaryDecoder decoder ) {
98 super ( ) ;
99 this . populat ion = populat ion ;
100 this .pm = pm;
101 this . f = f ;
102 this . decoder = decoder ;
103 }
104
105 // Metoda u k o j o j se o b a v l j a s t v a r an j e i vrednovanje d j e t e t a .
106 @Override
107 public Bi tv e c t o rSo lu t i on c a l l ( ) throws Exception {
108 Random rand = ( ( EvoThread )Thread . currentThread ( ) ) . getRand ( ) ;
109 B i tv e c t o rSo lu t i on [ ] parents =
110 EvoUtil . p ropor t i ona lRe la t iveChoose ( populat ion , rand , 2 ) ;
111 B i tv e c t o rSo lu t i on ch i l d =
112 EvoUtil . uni formCrossover ( parents [ 0 ] , parents [ 1 ] , rand ) ;
113 EvoUtil . binaryMutate ( ch i ld , rand , pm) ;
114 double fValue = f . valueAt ( decoder . decode ( ch i l d ) ) ;
115 ch i l d . f i t n e s s = −fValue ;
116 return ch i l d ;
117 }
118 }
119 }
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Ispis 17.3: Implementacija niza pomo¢nih procedura koje ¢e koriste kod populacijskih algoritama
napisana u programskom jeziku Java.

1 package hr . f e r . zemris . optim . para l ;
2
3 import java . u t i l . Arrays ;
4 import java . u t i l . Comparator ;
5 import java . u t i l .Random ;
6 import java . u t i l . concurrent . ThreadFactory ;
7
8 import hr . f e r . zemris . optim . sa . B i t v e c t o rSo lu t i on ;
9 import hr . f e r . zemris . optim . sa . NaturalBinaryDecoder ;
10
11 /∗∗
12 ∗ Razred k o j i sadr º i £ e s t o ko r i ² tene metode ko j e k o r i s t e r a z l i £ i t i p o p u l a c i j s k i
13 ∗ a l g o r i tm i .
14 ∗/
15 public class EvoUtil {
16

17 // −−−−−−−−−−−−−−−− PODR�KA ZA VI�EDRETVENOST −−−−−−−−−−−−−−−−
18
19 /∗∗
20 ∗ Apstraktna t vo rn i ca za s t v a ran j e d r e t v i ko j e ¢ e se k o r i s t i t i za i z v o � enje pos lova
21 ∗ vezanih uz o p t im i z a c i j s k e a l gor i tme . Metoda garan t i r a da ¢e nove dre t v e b i t i
22 ∗ pr im j e r c i razreda {@link EvoThread} £ ime ¢e dre t va automatsk i imat i na raspo lagan ju
23 ∗ s v o j p r i v a t n i genera tor s l u £ a jn ih b ro j e va k o j i j e dostupan pozivom
24 ∗ {@link EvoThread#getRand ( ) } .
25 ∗/
26 public stat ic class EvoThreadFactory implements ThreadFactory {
27 @Override
28 public Thread newThread (Runnable r ) {
29 return new EvoThread ( r ) ;
30 }
31 }
32
33 /∗∗
34 ∗ Dretva za i z v o � enje pos lova vezanih uz o p t im i z a c i j s k e a l go r i tme . Svojim
35 ∗ kor i sn ic ima na ra spo l a gan j e da je p r i v a t n i genera tor s l u £ a jn ih b ro j e va
36 ∗ dostupan pozivom {@link EvoThread#getRand ( ) } .
37 ∗/
38 public stat ic class EvoThread extends Thread {
39
40 private Random rand = new Random ( ) ;
41
42 public EvoThread (Runnable t a r g e t ) {
43 super ( t a r g e t ) ;
44 }
45
46 public Random getRand ( ) {
47 return rand ;
48 }
49 }
50
51 // −−−−−−−−−−−−−−−− INICIJALIZACIJE , POMO�NE METODE −−−−−−−−−−−−−−−−
52
53 /∗∗
54 ∗ Metoda i n i c i j a l i z i r a popu l a c i j u zadane v e l i £ ine k o r i s t e ¢ i b r o j b i t o v a kako to
55 ∗ d i k t i r a predani dekoder . Jedinke se p o s t a v l j a j u na nasumi£no odabrane b i t o v e .
56 ∗
57 ∗ @param popSize k o l i k o v e l i k u popu l a c i j u t r e ba s t v o r i t i
58 ∗ @param rand genera tor s l u £ a jn ih b ro j e va
59 ∗ @param decoder dekoder
60 ∗ @return novu popu l a c i j u
61 ∗/
62 stat ic Bi tv e c t o rSo lu t i on [ ] i n i t i a l i z e P o p u l a t i o n ( int popSize , Random rand ,
63 NaturalBinaryDecoder decoder ) {
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64 B i tv e c t o rSo lu t i on [ ] populat ion = new Bi tv e c t o rSo lu t i on [ popSize ] ;
65 for ( int i = 0 ; i < populat ion . l ength ; i++) {
66 populat ion [ i ] = new Bi tv e c t o rSo lu t i on ( decoder . g e tTota lB i t s ( ) ) ;
67 populat ion [ i ] . randomize ( rand ) ;
68 }
69 return populat ion ;
70 }
71
72 /∗∗
73 ∗ Metoda u po l j u r j e ² enja p rona l a z i i vra ¢a r j e ² en je s najve ¢om dobrotom .
74 ∗
75 ∗ @param popu la t i on popu l a c i j a ko ju t r e ba pre t ra º i t i
76 ∗ @return n a j b o l j e r j e ² en je
77 ∗/
78 public stat ic Bi tv e c t o rSo lu t i on f indBes t ( B i t v e c t o rSo lu t i on [ ] populat ion ) {
79 B i tv e c t o rSo lu t i on best = populat ion [ 0 ] ;
80 for ( int i = 1 ; i < populat ion . l ength ; i++) {
81 i f ( populat ion [ i ] . f i t n e s s > best . f i t n e s s ) {
82 best = populat ion [ i ] ;
83 }
84 }
85 return best ;
86 }
87
88 // −−−−−−−−−−−−−−−− SELEKCIJE −−−−−−−−−−−−−−−−
89
90 /∗∗
91 ∗ Metoda provodi proporc iona lnu s e l e k c i j u i to ina £ icu SUS. Dobrote s v i h j e d i n k i
92 ∗ moraju b i t i nenegat ivne a suma im mora b i t i p o z i t i v n a .
93 ∗
94 ∗ @param popu la t i on popu l a c i j a r o d i t e l j a
95 ∗ @param rand genera tor s l u £ a jn ih b ro j e va
96 ∗ @param howMany k o l i k o r o d i t e l j a t r e ba odab ra t i
97 ∗ @return vra ¢a p o l j e s odabranim r o d i t e l j ima
98 ∗/
99 public stat ic Bi tv e c t o rSo lu t i on [ ] proport iona lChoose ( B i tv e c t o rSo lu t i on [ ] populat ion ,
100 Random rand , int howMany) {
101 B i tv e c t o rSo lu t i on [ ] parents = new Bi tv e c t o rSo lu t i on [ howMany ] ;
102 double sum = 0 ;
103 for ( int i = 0 ; i < populat ion . l ength ; i++) {
104 sum += populat ion [ i ] . f i t n e s s ;
105 }
106 double r = rand . nextDouble ( ) ;
107 for ( int parentIndex = 0 ; parentIndex < howMany ; parentIndex++) {
108 double l im i t = r + parentIndex /(double )howMany ;
109 i f ( l im i t >1) l im i t −= 1 ;
110 l im i t ∗= sum ;
111 int chosen = 0 ;
112 double upperLimit = populat ion [ chosen ] . f i t n e s s ;
113 while ( l im i t > upperLimit && chosen < populat ion . length −1) {
114 chosen++;
115 upperLimit += populat ion [ chosen ] . f i t n e s s ;
116 }
117 parents [ parentIndex ] = populat ion [ chosen ] ;
118 }
119 return parents ;
120 }
121
122 /∗∗
123 ∗ Metoda provodi proporc iona lnu r e l a t i v n u s e l e k c i j u i to ina £ icu SUS ( sve dobro te
124 ∗ v i r t u a l n o t r a n s l a t i r a za i znos najgore j e d in k e ) . Da b i s e l e k c i j a r a d i l a korektno ,
125 ∗ ne smi je se d o g o d i t i da su dobro te s v i h j e d i n k i i d e n t i £ne j e r tada suma
126 ∗ t r a n s l a t i r a n i h dobrota ne¢ e b i t i p o z i t i v n a .
127 ∗
128 ∗ @param popu la t i on popu l a c i j a r o d i t e l j a
129 ∗ @param rand genera tor s l u £ a jn ih b ro j e va
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130 ∗ @param howMany k o l i k o r o d i t e l j a t r e ba odab ra t i
131 ∗ @return vra ¢a p o l j e s odabranim r o d i t e l j ima
132 ∗/
133 public stat ic Bi tv e c t o rSo lu t i on [ ] p ropor t i ona lRe la t iveChoose (
134 B i tv e c t o rSo lu t i on [ ] populat ion , Random rand , int howMany) {
135 B i tv e c t o rSo lu t i on [ ] parents = new Bi tv e c t o rSo lu t i on [ howMany ] ;
136 double sum = 0 ;
137 double min = populat ion [ 0 ] . f i t n e s s ;
138 for ( int i = 0 ; i < populat ion . l ength ; i++) {
139 sum += populat ion [ i ] . f i t n e s s ;
140 i f (min > populat ion [ i ] . f i t n e s s ) {
141 min = populat ion [ i ] . f i t n e s s ;
142 }
143 }
144 sum −= populat ion . l ength ∗ min ;
145 double r = rand . nextDouble ( ) ;
146 for ( int parentIndex = 0 ; parentIndex < howMany ; parentIndex++) {
147 double l im i t = r + parentIndex /(double )howMany ;
148 i f ( l im i t >1) l im i t −= 1 ;
149 l im i t ∗= sum ;
150 int chosen = 0 ;
151 double upperLimit = populat ion [ chosen ] . f i t n e s s − min ;
152 while ( l im i t > upperLimit && chosen < populat ion . length −1) {
153 chosen++;
154 upperLimit += populat ion [ chosen ] . f i t n e s s − min ;
155 }
156 parents [ parentIndex ] = populat ion [ chosen ] ;
157 }
158 return parents ;
159 }
160

161 // −−−−−−−−−−−−−−−− OPERATORI KRI�ANJA −−−−−−−−−−−−−−−−
162
163 /∗∗
164 ∗ Metoda provodi uniformno k r i º anje dvaju predanih r o d i t e l j a i vra ¢a novu j ed inku
165 ∗ kao r e z u l t a t .
166 ∗
167 ∗ @param parent1 p r v i r o d i t e l j
168 ∗ @param parent2 drug i r o d i t e l j
169 ∗ @param rand genera tor s l u £ a jn ih b ro j e va
170 ∗ @return nova j ed inka na s t a l a kao r e z u l t a t k r i º anja
171 ∗/
172 public stat ic Bi tv e c t o rSo lu t i on uni formCrossover (
173 B i tv e c t o rSo lu t i on parent1 , B i t v e c t o rSo lu t i on parent2 , Random rand ) {
174 B i tv e c t o rSo lu t i on ch i l d = parent1 . newLikeThis ( ) ;
175 for ( int i = 0 ; i < ch i l d . b i t s . l ength ; i++) {
176 i f ( parent1 . b i t s [ i ]==parent2 . b i t s [ i ] ) {
177 ch i l d . b i t s [ i ] = parent1 . b i t s [ i ] ;
178 } else {
179 ch i l d . b i t s [ i ] = rand . nextFloat ( ) < 0 .5 ? parent1 . b i t s [ i ] : parent2 . b i t s [ i ] ;
180 }
181 }
182 return ch i l d ;
183 }
184
185 // −−−−−−−−−−−−−−−− OPERATORI MUTACIJE −−−−−−−−−−−−−−−−
186
187 /∗∗
188 ∗ Metoda provodi binarnu mutaci ju nad predanom jedinkom s v j e r o j a t no ² ¢u mutac i je
189 ∗ b i t a odre�enom parametrom <code>pm</code >.
190 ∗
191 ∗ @param so l u t i o n r j e ² en je ko j e se mutira
192 ∗ @param rand genera tor s l u £ a jn ih b ro j e va
193 ∗ @param pm v j e r o j a t n o s t mutac i je b i t a
194 ∗/
195 public stat ic void binaryMutate ( B i t v e c t o rSo lu t i on so lu t i on , Random rand , double pm) {
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196 f loat fpm = ( f loat )pm;
197 for ( int i = 0 ; i < s o l u t i o n . b i t s . l ength ; i++) {
198 i f ( rand . nextFloat ()<fpm) {
199 s o l u t i o n . b i t s [ i ] = (byte ) (1 − s o l u t i o n . b i t s [ i ] ) ;
200 }
201 }
202 }
203
204 // −−−−−−−−−−−−−−−− OPERATORI SELEKCIJE ZA NOVU POPULACIJU −−−−−−−−−−−−−−−−
205
206 /∗∗
207 ∗ Metoda i z un i j e popu l a c i j a r o d i t e l j a i d j e ce odab i re n a j b o l j e j e dn i k e za novu
208 ∗ popu l a c i j u r o d i t e l j a . Odabrane j e d in k e odmah up i su j e u predanu popu l a c i j u
209 ∗ r o d i t e l j a .
210 ∗
211 ∗ @param popu la t i on s t a ra popu l a c i j a r o d i t e l j a
212 ∗ @param ch i l d r en popu l a c i j a d j e ce
213 ∗ @return nova popu l a c i j a r o d i t e l j a
214 ∗/
215 public stat ic Bi tv e c t o rSo lu t i on [ ] selectBestFromUnion (
216 B i tv e c t o rSo lu t i on [ ] populat ion , B i tv e c t o rSo lu t i on [ ] c h i l d r en ) {
217 B i tv e c t o rSo lu t i on [ ] union =
218 new Bi tv e c t o rSo lu t i on [ populat ion . l ength + ch i l d r en . l ength ] ;
219 for ( int i = 0 ; i < populat ion . l ength ; i++) {
220 union [ i ] = populat ion [ i ] ;
221 }
222 for ( int i = 0 ; i < ch i l d r en . l ength ; i++) {
223 union [ i+populat ion . l ength ] = ch i l d r en [ i ] ;
224 }
225 Arrays . s o r t ( union , new Comparator<Bi tvec to rSo lu t i on >() {
226 @Override
227 public int compare ( B i t v e c t o rSo lu t i on o1 , B i tv e c t o rSo lu t i on o2 ) {
228 double r = o1 . f i t n e s s − o2 . f i t n e s s ;
229 return r < 0 ? 1 : ( r > 0 ? −1 : 0 ) ;
230 }
231 } ) ;
232 for ( int i = 0 ; i < populat ion . l ength ; i++) {
233 populat ion [ i ] = union [ i ] ;
234 }
235 return populat ion ;
236 }
237 }
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Kada govorimo o stohasti£kim algoritmima (a svi optimizacijski algoritmi koje smo do sada spo-
minjali pripadaju u tu kategoriju), vaºno je naglasiti da svi ti algoritmi trebaju uslugu generiranja
slu£ajnih brojeva, odnosno pseudoslu£ajnih brojeva. A generatori slu£ajnih brojeva su, generalno go-
vore¢i, vrlo skupa usluga. Stvaranje novog generatora slu£ajnih brojeva moºe biti vremenski skupo,
jer se generator u konstruktoru poku²ava inicijalizirati temeljem razli£itih informacija koje su dos-
tupne unutar operacijskog sustava kako bi osigurao da prilikom pozivanja daje druga£iji slijed brojeva
od nekog drugog generatora koji je stvoren par milisekundi kasnije. Tako�er, sam postupak gene-
riranja slu£ajnih brojeva relativno je skupa operacija. Kod jednostavnog genetskog algoritma koji
koristi binarni prikaz kromosoma lako se moºe dogoditi da vi²e od 50% ukupnog vremena koje je radio
optimizacijski algoritam bude provedeno u kodu koji generira slu£ajne brojeve.

Stoga je prilikom izrade e�kasnih optimizacijskih algoritama nuºno poku²ati:

1. ²to manje puta stvarati generatore slu£ajnih brojeva te

2. ²to je mogu¢e rje�e pozivati generatore slu£ajnih brojeva.

To£ku (1) lagano je zadovoljiti ako se radi jednodretveni optimizacijski algoritam; stvori se jedan
globalni generator slu£ajnih brojeva i on se koristi na svim mjestima gdje je to potrebno. U vi²e-
dretvenom okruºenju to me�utim nije ba² jednostavno ostvarivo: generatori slu£ajnih brojeva nisu
vi²edretveno sigurni, i ne smije se dozvoliti da vi²e od jedne dretve u bilo kojem trenutku poziva
uslugu generiranje slu£ajnih brojeva. I tu postoje dva rje²enja. Prvo rje²enje jest napisati omota£
za generator slu£ajnih brojeva koji je sinkroniziran i sve pozive generatora slu£ajnih brojeva raditi
kroz taj omota£. Problem ovog pristupa jest neprihvatljiv sinkronizacijski tro²ak � kako se usluge
generatora slu£ajnih brojeva £esto koriste, generator ¢e postati usko grlo i vrlo ¢e e�kasno umanjiti
paralelizam koji bi se ina£e mogao razviti. Bolje rje²enje jest za svaku dretvu koristiti privatni ge-
nerator slu£ajnih brojeva. U Javi je to mogu¢e rije²iti na nekoliko na£in. Ljudi se naj£e²¢e dosjete
pohraniti generator u kolekciju tipa ThreadLocal pa ih od tamo vaditi. Me�utim, taj pristup ima svojih
problema, pa je bolje rje²enje, gdje je primjenjivo, generator diretno povezati s dretvom. Na sre¢u,
razred Executors nam ovo omogu¢ava na trivijalan na£in: uz varijantu metode newFixedThreadPool koja
prima samo broj dretvi koje ¢e opsluºivati red poslova postoji i varijanta koja prima dodatni argument:
referencu na objekt koji ¢e stvarati dretve koje su potrebne za opsluºivanje reda poslova. U ispisu 17.2
upravo je ta ina£ica metode iskori²tena za stvaranje objekta tipa ExecutorService (retci 48�51). Razred
EvoThreadFactory prikazan je u ispisu 17.3 (retci 26�31) i svakim njegovim pozivom metode newThread

vra¢a se novi primjerak razreda EvoThread koji je prikazan na istom ispisu u retcima 38�49. Razred
EvoThread direktno naslje�uje razred Thread te dodatno stvara privatni generator slu£ajnih brojeva i
metodu za njegov dohvat. Ovo nam omogu¢ava da u poslu koji se dodaje u red poslova dohvatimo
trenutnu dretvu, ukalupimo je u EvoThread (jer je to sigurno mogu¢e s obzirom da su te dretve stvorene
uporabom na²eg razreda EvoThreadFactory), i potom pozovemo metodu .getRand() kako bismo do²li do
privatnog generatora slu£ajnih brojeva koji opsluºuje samo tu dretvu. Ovo je jasno ilustrirano u ispisu
17.2 u retku 108.

To£ku (2) nije ba² jednostavno zadovoljiti. Ono ²to se svakako moºe napraviti jest koristiti ope-
ratore koji minimiziraju uporabu generatora slu£ajnih brojeva; primjerice, koristiti operator selekcije
SUS umjesto klasi£ne proporcionalne selekcije. S druge strane, umjesto uporabe generatora prema uni-
formnoj distribuciji mogu¢e je pripremiti i generatore koji koriste druge distribucije (i koji ih generiraju
e�kasno) te njih koristiti tamo gdje su primjereni.

17.4.1 Paralelizacija na vi²e ra£unala

Prehodni primjer paralelizacije koji smo detaljno razradili temeljio je na pretpostavci vi²edretvenosti i
jednog adresnog prostora. Zahvaljuju¢i tome, svaka je dretva imala direktan pristup do svih potrebnih
podataka. Ponekad, me�utim, ºelimo napraviti paralelizaciju koja uklju£uje ve¢i broj radnika � 20, 30,
50 ili vi²e. Stolno ra£unalo s toliko jezgri danas jo² uvijek nemamo. Stoga je u tom slu£aju potrebno
posegnuti za distribuiranim algoritmom kakav je prikazan na slici 17.5.

U primjeru prikazanom na slici 17.5 moºemo identi�cirati k+ 1 ra£unalo. Proces gospodara izvodi
se na jednom ra£unalu, a na jo² k drugih ra£unala izvode se procesi radnici. Ovdje su uobi£ajena dva
scenarija.
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Slika 17.5: Paralelizacija na razini populacije uporabom vi²e ra£unala.

1. Gospodar se javlja svim radnicima s kojima ¢e sura�ivati. U tom slu£aju on otvara TCP veze
prema radnicima i pona²a se kao TCP klijent. Svaki radnik je modeliran kao TCP posluºitelj koji
po pokretanju slu²a na odre�enom pristupu i ostaje zablokiran dok gospodar s njim ne uspostavi
TCP spoj. Kod ovog pristupa gospodar unaprijed mora znati na kojim se sve ra£unalima nalaze
radnici kako bi ih mogao kontaktirati (primjerice, mora odnekud imati popis njihovih IP adresa
te pristupe na kojima oni slu²aju).

2. Radnici se nakon pokretanja poku²avaju spojiti na gospodara. U tom slu£aju gospodar je mo-
deliran kao TCP posluºitelj koji slu²a na odre�enom pristupu, a radnici su TCP klijenti koji
poku²avaju uspostaviti TCP spoj s gospodarem. U ovom scenariju svaki od radnika mora znati
koja je IP adresa gospodara i na kojem pristupu gospodar £eka na uspostavu spoja.

Osim opisanih, mogu¢e je zamisliti i varijantu 1. scenarija u kojem gospodar na lokalnu mreºu po²alje
upit (po²alje broadcast) s informacijom o svojoj IP adresi i pristupom na kojem o£ekuje da ¢e radnici
uspostaviti spoj. Svaki od radnika kad primi takav upis poku²a s navedenom IP adresom i pristupom
uspostaviti spoj.

Jednom kad je veza uspostavljena, gospodar i radnik ¢e tipi£no pro¢i kroz po£etno dogovaranje
i razmjenu informacija. Primjerice, ako zamislimo ovakav sustav koji raspodijeljeno rje²ava problem
trgova£kog putnika, po uspostavi spoja gospodar ¢e svakom od radnika poslati informacije o svim
gradovima, kako bi prilikom vrednovanja rje²enja radnici mogli ra£unati ukupnu duljinu rute koju
predstavlja konkretno rje²enje.

S obzirom da radnici nisu u istom adresnom prostoru kao i gospodar, oni nemaju direktan pristup
trenutnoj populaciji roditelja. Stoga ¢e se ovakva organizacija sustava naj£e²¢e koristiti na na£in da
gospodar odabere roditelje, kriºa ih i mutira te po²alje u red za vrednovanje. Iz reda za vrednovanje
jedinke ¢e u paketima preko mreºe biti slane radnicima na vrednovanje koji ¢e obaviti vrednovanje i
preko mreºe vratiti rezultat vrednovanja. Da bi to bilo mogu¢e, zapis jedinke iz memorije ¢e trebati
serijalizirati u prikladni binarni ili tekstovni zapis koji se potom moºe prebaciti preko mreºe do drugog
ra£unala gdje ¢e se jedinka deserijalizirati i vrednovati. Rezultat vrednovanja potom ¢e se opet seri-
jalizirati u neki dogovoreni format, prebaciti preko mreºe natrag gospodaru koji ¢e ga deserijalizirati.
Treba uo£iti da uporaba mreºe u sustav uvodi dodatna ka²njenja � potrebno je raditi serijalizaciju
i deserijalizaciju, a i putovanje podataka preko mreºe bitno je sporije no ²to je slu£aj s prijenosom
podataka preko memorijske sabirnice. Jedan od na£ina kako se ublaºavaju ovi negativni efekti jest
slanje vi²e jedinki odjednom.

Binarnu serijalizaciju objekata u Javi je jednostavno izvesti. Nuºno je samo da sve ²to se poku²a
serijalizirati implementira su£elje java. io . Serializable . Ako je to ispunjeno, bilo koji objekt se u polje
okteta moºe prebaciti kodom prikazanim u nastavku.

1 S e r i a l i z a b l e ob jekt = g e n e r i r a jOb j e k tKo j i Z e l imoS e r i j a l i z i r a t i ( ) ;
2 ByteArrayOutputStream bos = new ByteArrayOutputStream ( ) ;
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3 ObjectOutputStream oos = new ObjectOutputStream ( bos ) ;
4 oos . wr i teObject ( ob jekt ) ;
5 oos . c l o s e ( ) ;
6 byte [ ] s e r i j a l i z i r a n i S a d r z a j = bos . toByteArray ( ) ;

Na sli£an se na£in jednom primljeni sadrºaj koji je dostupan kao polje okteta moºe natrag deserijalizirati
u objekt.

1 byte [ ] s e r i j a l i z i r a n i S a d r z a j = proc i ta jSMreze ( ) ;
2 ByteArrayInputStream b i s = new ByteArrayInputStream ( s e r i j a l i z i r a n i S a d r z a j ) ;
3 ObjectInputStream o i s = new ObjectInputStream ( b i s ) ;
4 S e r i a l i z a b l e ob jekt = ( S e r i a l i z a b l e ) o i s . readObject ( ) ;
5 o i s . c l o s e ( ) ;

U prethodnim isje£cima su£elje Serializable koje se koristi u kod mogli smo zamijeniti s bilo kojim
razredom ili su£eljem koje implementira/naslje�uje ovo su£elje. Od osnovnih tipova podataka, to su
svi Javini omota£i oko primitivnih vrijednosti (poput razreda Integer i Double), potom razred String,
polja i sli£no. Bilo koji korisni£ki razred mogu¢e je u£initi serijalizabilnim tako da se u deklaraciji
razreda doda da razred implementira su£elje Serializable . Pri tome se mora provjeriti i da svi objekti
na koje taj razred ima reference tako�er budu tipa koji je serijalizabilan.

Vaºno: u dana²nje doba sigurnosni za²titni ure�aji uobi£ajen su dio svih operacijskih sustava. Stoga
se odluka o vrsti izvedbe mreºne aplikacije (spaja li se gospodar na radnike ili radnici na gospodara)
ponekad donosi i na temelju dozvola koje korisnik ima na ra£unalima koja koristi za ovakvu mreºnu
aplikaciju. Ako su dozvole problemati£ne, tada se naj£e²¢e koristi pristup kod kojeg se radnici spajaju
na gospodara. Naime, uobi£ajena kon�guracija sigurnosnih za²titnih ure�aja je takva da procesima
dopu²ta da se spajaju na druga ra£unala, ali bez posebnih dozvola procesima ne dopu²ta da prihva¢aju
uspostavu veza. Kako je u scenariju gdje je radnici spajaju na gospodara samo gospodar proces koji
poku²ava prihva¢ati veze, sigurnosni za²titni ure�aj je potrebno podesiti samo na njemu. U obrnutom
scenariju trebalo bi pode²avati sigurnosne za²titne ure�aje na svim radnicima kako bi svaki radnik
dobio dozvolu prihvatiti spoj od gospodara.
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Poglavlje 18

Savjeti pri implementaciji algoritama

Prilikom implementacije algoritama evolucijskog ra£unanja potrebno je voditi ra£una o nizu prakti£nih
problema. U ovom poglavlju osvrnut ¢emo se generatore slu£ajnih brojeva te njihovu uporabu.

18.1 Generiranje brojeva u skladu s binomnom distribucijom

Poglavlje ¢emo zapo£eti razmatranjem jednog od najtipi£nijih primjera uporabe generatora slu£ajnih
brojeva u evolucijskim programima: razmotrit ¢emo implementaciju operatora mutacije koji djeluje
nad binarnim kromosomom. Implementacija je prikazana u izvornom kodu 18.1. Metoda mutiraj kao
argumente prima referencu na polje bitova koje £ini kromosom, vrijerojatnost mutacije jednog bita
te referencu na generator slu£ajnih brojeva koji treba koristiti (u ovom slu£aju, primjerak razreda
java. util .Random.

Ispis 18.1: Tipi£na izvedba mutacije binarnog kromosoma u programskom jeziku Java.
1 public void mutira j (boolean [ ] kromosom , double p , Random rand ) {
2 f ina l int n = kromosom . l ength ;
3 for ( int i = 0 ; i < n ; i++) {
4 i f ( rand . nextDouble ( ) < p) {
5 kromosom [ i ] = ! kromosom [ i ] ;
6 }
7 }
8 }

Pokrenete li ovaj program u analizatoru koji moºe pratiti na koji se dio koda tro²i najvi²e vremena,
slijedi iznena�enje: dominantni potro²a¢ vremena bit ¢e generator slu£ajnih brojeva koji, kako bi pri
svakom pozivu mogao vratiti jedan "slu£ajni" decimalni broj obavlja puno sloºenije izra£une no ²to je
na²a mutacija bita: jedna logi£ka operacija. Tako�er, uo£it ¢emo da trajanje izvo�enja ovako napisane
mutacije ne ovisi bitno o vrijednosti parametra p: gotovo da je nebitno je li ta vrijednost 0.01, 0.05
ili 0.1. Kako bismo ovo ilustrirali, prethodnu metodu zatvorili smo u petlju koja 500000 puta poziva
ovu metodu nad kromosomom duljine 100. Pri tome smo metodu pozivali za pet razli£itih vrijednosti
mutacije i svaki eksperiment ponovili 30 puta. Tablica 18.1 prikazuje dobivena prosje£na vremena (u
milisekundama) izvo�enja mutiranja 500000 kromosoma uz zadane vjerojatnosti mutacije bita.

p izmjereno vrijeme [ms]

0.01 4668.233
0.05 4677.267
0.1 4714.300
0.25 4905.233
0.5 5105.833

Tablica 18.1: Ovisnost trajanja operatora mutacije o parametru p
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Pretpostavimo li da je vrijeme izvo�enja linearno ovisno o parametru p, provo�enjem linearne
regresije nad podatcima iz tablice 18.1 dolazimo do izraza:

T (p) = 942.456 · p+ 4642.646

iz £ega se jasno vidi da pri ovakvoj izvedbi mutacije postoji izuzetno velik �ksni tro²ak koji ne ovisi o
zadanom p (primjerice, kada je p = 0.01, varijabilni dio je 942.456 · p = 942.456 · 0.01 = 9.42456 ²to
£ini samo 0.2% ukupno potro²enog vremena.

Dobiveni rezultat lako je objasniti: implementacija koju smo napisali neovisno o parametru p isti
broj puta poziva generator slu£ajnih brojeva i tek povremeno (u vrlo malom broju slu£ajeva, s obzirom
da je p kod evolucijskih algoritama tipi£no vrlo mali) tro²i vrijeme na invertiranje bita.

Stoga je razumno postaviti sljede¢e pitanje: moºemo li napisati djelotvorniju implementaciju opera-
tora mutacije koja ¢e biti "²tedljivija" na pozivima generatora slu£ajnih brojeva? Da bismo odgovorili
na to pitanje, razmotrimo najprije malo pobliºe kako napisana mutacija djeluje.

Ulaz u algoritam je mjerojatnost mutacije bita p. To je broj koji nam govori kolika je vjerojatnost
da operator mutacije promijeni i-ti bit. Vjerojatnost da i-ti bit ostane nepromijenjen tada je q = 1−p.
Implementacija koju smo napravili provodi n eksperimenata: za svaki od n bitova iz uniformne se
distribucije izvla£i decimalni broj iz intervala [0, 1] i provjerava se je li izvu£eni broj manji od zadane
vjerojatnosti p: ako je, doti£ni se bit mutira, ina£e se ne dira. Ako decimalne brojeve izvla£imo iz
uniformne distribucije iz intervala [0, 1], izvu£eni ¢e brojevi od broja p biti manji upravo u p% slu£ajeva
i tada radimo mutaciju bita � to je u skladu s de�nicijom parametra p kao vjerojatnosti mutacije bita.

Poku²ajmo sada promijeniti na£in razmi²ljanja: ako imamo zadanu vjerojatnost mutacije bita p,
koliko ¢emo bitova u kromosomu duljine n doista i mutirati? Vratimo se opet na ispitivanje i-tog bita.
Vjerojatnost da nastupi mutacija tog bita odre�ena je parametrom p i ostvarivanje tog doga�aja ravna
se po Bernoullijevoj distribuciji s vjerojatno²¢u uspjeha p. Situacija u kojoj se ne mutira niti jedan
biti nastaje ako ne mutiramo prvi bit (vjerojatnost 1− p), ne mutiramo drugi bit (vjerojatnost 1− p),
... sve do zadnjeg bita. Stoga je vjerojatnost situacije u kojoj se ne mutira niti jedan bit odre�ena s

p0 = (1− p)n.

Razmotrimo sada vjerojatnost situacija u kojoj dolazi do mutacije jednog bita. Ako imamo �ksirani
bit, vjerojatnost da ¢emo ga mutirati je p; svih preostalih n − 1 bitova ne smijemo mutirati pa je
vjerojatnost takvog doga�aja p · (1 − p)n−1. Me�utim, u situacije u kojima smo mutirali jedan bit
¢emo ubrojiti situaciju u kojoj smo mutirali prvi bit, situaciju u kojoj smo mutirali drugi bit, ...
sve do situacije u kojoj smo mutirali n-ti bit: kako je takvih situacija upravo n, svaka vjerojatnosti
p · (1− p)n−1, ukupna vjerojatnost nasupanja situacije u kojoj je mutiran upravo jedan bit je njihova
suma:

p1 = n · p · (1− p)n−1.

Analizu ¢emo napraviti jo² samo jedan korak dalje: razmotrimo sada vjerojatnost situacija u kojoj
dolazi do mutacije dva bita. Imamo li �ksirani prvi bit koji ºelimo mutirati i drugi bit koji ºelimo
mutirati, vjerojatnost nastupanja takve situacije p2 · (1− p)n−2. Prvu poziciju moºemo odabrati na n
na£ina; drugu poziciju biramo od n− 1 preostale, ²to zna£i da odabir moºemo napraviti na n · (n− 1)
na£ina. Kako su nam pri tome jednake situacija u kojoj najprije odaberemo poziciju i a potom j i
situacija u kojoj najprije odaberemo poziciju j a potom i, broj razli£itih situacija dijelimo s 2 (²to je
broj na£ina na koje moºemo rasporediti te dvije pozicije); stoga je vjerojatnost nastupanja situacije u
kojoj su mutirana upravo dva bita jednaka:

p2 =
n · (n− 1)

2
· p2 · (1− p)n−2.

Sada je lagano dalje poop¢iti razmi²ljanje: vjerojatnost jedne konkretne situacije u kojoj mutiramo
najprije poziciju i, potom poziciju j i potom poziciju k je p3 ·(1−p)n−3; te tri pozicije moºemo odabrati
na n ·(n−1) ·(n−2) na£ina ali sve situacije koje odgovaraju bilo kojem redosljedu odabira koji bira isti
skup indeksa tretiramo jednako (broj takvih situacija upravo je jednak broju permutacija tro£lanog
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skupa {i, j, k} ²to je 3!); stoga je vjerojatnost nastupanja situacije u kojoj su mutirana upravo tri bita
jednaka:

p3 =
n · (n− 1) · (n− 2)

3!
· p3 · (1− p)n−3

odnosno op¢enito za i bitova:

pi =
n · (n− 1) · (n− 2) · · · · · (n− i+ 1)

i!
· pi · (1− p)n−i. (18.1)

Lagano se moºemo uvjeriti da izraz vrijedi za sve prethodno analizirane slu£ajeve (i = 0, i = 1,
i = 2, i = 3). U brojniku ovog izraza nalazi se po£etak izraza koji odgovara n!; nedostaje dio
(n− i) · (n− i− 1) · · · · · 1 ²to je (n− i)!. Pomnoºimo li brojnik i nazivnik tog razlomka s (n− i)! dobit
¢emo:

pi =
n!

(n− i)! · i!
· pi · (1− p)n−i =

(
n

i

)
· pi · (1− p)n−i. (18.2)

gdje je
(
n
i

)
binomni koe�cijent. Izraz (18.2) opisuje vjerojatnost da se u kromosomu mutira upravo

i bitova (odnosno da mutacija djeluje na i razli£itih pozicija). Distribucija kod koje se vjerojatnosti
ravnaju prema izrazu (18.2) naziva se Binomna distribucija. Slika 18.1 prikazuje raspodijelu vjerojat-
nosti nastanka mutacije na i pozicija (x-os) kod kromosoma duljine 100 bitova i razli£ite vjerojatnosti
mutacije bita p. Drugim rije£ima, slika prikazuje Binomne distribucije uz parametre (n, p), i to za
(100,0.01), (100,0.05), (100,0.25) i (100,0.5).
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Slika 18.1: Binomna razdioba.

Vjerojatnosti za prvih nekoliko situacija uz binomnu distribuciju s parametrima (100, 0.01) odnosno
uz binomnu distribuciju s parametrima (100, 0.05) dane su u tablici u nastavku.

Broj mutacija 0 1 2 3 4 5 ... 100
Vjerojatnost za bin(100,0.01) 0.366 0.370 0.185 0.061 0.015 0.003 ... 10−200

Vjerojatnost za bin(100,0.05) 0.006 0.031 0.081 0.140 0.178 0.180 ... 7.89 · 10−131

Za distrbuciju bin(100,0.01), vjerojatnost da nastupi 0 mutacija je preko 36%. Funkcija cdf(i)
kumulativne razdiobe de�nirana je kao vjerojatnost da se dogodi i mutacija ili manje:

cdf(i) =

i∑
j=0

pj .
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Gra�£ki prikaz funkcije kumulativne razdiobe za binomnu distribuciju (100,0.05) prikazan je na slici
18.2.
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Slika 18.2: Funkcija kumulativne razdiobe za binomnu razdiobu.

Za ovu distribuciju vjerojatnost da se dogodi mutacija na 11 mjesta ili manje ve¢ je preko 99% ²to
prakti£ki zna£i da naj£e²¢e u preko 90% vremena nepotrebno pozivamo funkciju generatora slu£ajnih
brojeva. Ovo opaºanje moºe nam posluºiti kao vodilja za djelotvorniju implementaciju. Primjetimo
pri tome i da je o£ekivani broj mutacija u kromosomu odre�en kao n · p ²to je nekako intuitivno i sa
slike 18.1.

Sada kada razumijemo po kojoj se razdiobi ravna broj pozicija na kojima ¢e djelovati mutacija u
kromosomu, poku²ajmo napisati algoritam koji koristi upravo tu informaciju: neka funkcija mutacije
bude izvedena tako da najprije iz generatora slu£ajnih brojeva u skladu s binomnom distribucijom
izvu£e broj pozicija na kojima treba djelovati mutacija i potom traºimo od generatora slu£ajnih brojeva
jo² samo toliko pozicija na kojima ¢emo invertirati bit. Radimo li s kromosomom duljine 100 bita i
vjerojatno²¢u mutacije bita od 0.01, u prosjeku o£ekujemo da ¢emo umjesto 100 poziva generatora
slu£ajnih brojeva imati samo 2 poziva: prvi koji ¢e naj£e²¢e re¢i da treba mutirati samo jednu poziciju
i potom drugi kojim ¢emo odrediti koja je to pozicija. Stoga bi takav algoritam trebao biti poprilici
50 puta brºi od na²e po£etne implementacije.

Opi²imo generator slu£ajnih brojeva prikladan za djelotvorniju izvedbu mutacije su£eljem prikaza-
nim u nastavku.

Ispis 18.2: Su£elje generatora slu£ajnih brojeva u programskom jeziku Java.
1 public interface IBinomialRNG {
2 public int nextBinomia l Int ( ) ;
3 public int nextPos i t i on ( ) ;
4 }

Ideja je da jednom pozovemo funkciju nextBinomialInt() i potom onoliko puta koliko odgovara do-
bivenom rezultatu pozivamo metodu nextPosition() koja svakim pozivom vra¢a novu razli£itu slu£ajnu
poziciju. Ovakva implementacija prikazana je u izvornom kodu 18.3. Pretpostavka je da generator
slu£ajnih brojeva koji se predaje kao posljednji argument doista pri pozivu metode nextBinomialInt()

vra¢a broj pozicija na kojima treba napraviti mutaciju prema binomnoj distribuciji s parametrima (n,
p).
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Ispis 18.3: Pobolj²ana izvedba mutacije binarnog kromosoma u programskom jeziku Java.
1 public void mutira j (boolean [ ] kromosom , double p , IBinomialRNG rng ) {
2 int brojOkretanja = rng . nextBinomia l Int ( ) ;
3 for ( int i = 0 ; i < brojOkretanja ; i++) {
4 int pos = rng . nextPos i t i on ( ) ;
5 kromosom [ pos ] = ! kromosom [ pos ] ;
6 }
7 }

Pitanje na koje jo² treba odgovoriti je kako napraviti potreban generator slu£ajnih brojeva. Uobi-
£ajene implementacije generatora slu£ajnih brojeva koje su dostupne u ve¢ini modernih programskih
jezika nude generiranje slu£ajnih brojeva u skladu s uniformnom distribucijom te eventualno prema
normalnoj distribuciji uz parametre (0, 1). Stoga ¢emo u nastavku razmotriti nekoliko implemen-
tacija. Najprije ¢emo dati apstraktan razred koji ¢e sadrºavati implementaciju su£elja IBinomialRNG

(osim metode nextPosition(). Implementacija je dana u nastavku.

Ispis 18.4: Baza za izgradnju generatora slu£ajnih brojeva prema binomnoj distribuciji u programskom
jeziku Java.

1 package hr . f e r . zemris . opt java . rng ;
2
3 import java . u t i l .Random ;
4
5 public abstract class AbstractBinomialRNG implements IBinomialRNG {
6
7 protected Random rand = new Random ( ) ;
8
9 protected int n ;
10 protected double p ;
11
12 protected double [ ] cd f ;
13
14 protected int l e f t ;
15 protected int [ ] e lems ;
16
17 public AbstractBinomialRNG ( int n , double p) {
18 super ( ) ;
19 this . n = n ;
20 this . p = p ;
21
22 // Priprema binomnih k o e f i c i j e n a t a :
23 double [ ] b inCoefs = new double [ n+1] ;
24 double max = 0 ;
25 i f (n==0) {
26 binCoefs [ 0 ] = 1 ;
27 } else i f (n==1) {
28 binCoefs [ 0 ] = binCoefs [ 1 ] = 1 ;
29 } else {
30 binCoefs [ 0 ] = binCoefs [ 1 ] = 1 ;
31 for ( int i = 2 ; i <= n ; i++) {
32 binCoefs [ i ] = 1 ;
33 for ( int j = i −1; j >0; j−−) {
34 binCoefs [ j ] = binCoefs [ j ]+ binCoefs [ j −1] ;
35 i f ( b inCoefs [ j ]>max) {
36 max = binCoefs [ j ] ;
37 System . out . p r i n t l n ("Novi max: "+max ) ;
38 }
39 }
40 }
41 }
42
43 // I z ra £un f un k c i j e kumulat ivne ra zd iobe :
44 cd f = new double [ n+1] ;
45 double sum = 0 ;
46 for ( int i = 0 ; i <= n ; i++) {
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47 sum += binomProb (n , p , i , b inCoefs ) ;
48 cd f [ i ] = sum ;
49 }
50
51 // Priprema p o z i c i j a ko j e ¢emo vra ¢ a t i :
52 elems = new int [ n ] ;
53 for ( int i = 0 ; i < n ; i++) {
54 elems [ i ] = i ;
55 }
56
57 System . out . p r i n t l n ("Ukupna suma: "+sum ) ;
58 }
59
60 public abstract int nextBinomia l Int ( ) ;
61
62 @Override
63 public int nextPos i t i on ( ) {
64 int pos = rand . next Int ( l e f t ) ;
65 l e f t −−;
66 i f ( pos != l e f t ) {
67 int tmp = elems [ pos ] ;
68 elems [ pos ] = elems [ l e f t ] ;
69 elems [ l e f t ] = tmp ;
70 }
71 return elems [ l e f t ] ;
72 }
73
74 private stat ic double binomProb ( int n , double p , int i , double [ ] binomCoef ) {
75 return binomCoef [ i ]∗Math . pow(p , i )∗Math . pow(1−p , n−i ) ;
76 }
77
78 }

Zada¢a razreda AbstractBinomialRNG je za zadane parametre (n, p) pripremiti funkciju kumulativne
razdiobe. Pojedine vjerojatnosti pri tome se ra£unaju uporabom izraza (18.2). Zaseban dio koda u
konstruktoru zaduºen je za tabeliranje binomnih koe�cijenata koriste¢i postupak izgradnje Pascalovog
trokuta. Ovi koe�cijenti mogu se ra£unati na vi²e na£ina, no treba obratiti paºnju da maksimalni
koe�cijent raste ekstremno brzo u ovisnosti o n: trend ilustrira sljede¢a tablica.

n Najve¢i binomni koe�cijent
1 1
2 2
5 10
10 252
20 184756
50 1.26410606437752 · 1014

100 1.0089134454556424 · 1029

200 9.054851465610329 · 1058

500 1.1674431578827774 · 10149

1000 2.702882409454366 · 10299

Stoga ve¢ u primjeru s kojim radimo (kromosom od 100 bitova) koriste¢i double kao tip podataka
ne moºemo pamtiti to£an iznos koe�cijenta ve¢ samo njegovu aproksimaciju zbog £ega su i sve izra-
£unate vjerojatnosti aproksimacije. Polje elems sluºi za brzo izvla£enje slu£ajnih pozicija na kojima ¢e
se dogoditi mutacija uz garanciju da ne¢e biti ponavljanja pozicija unutar jednog izvla£enja. Ovaj ge-
nerator interno ¢e koristiti Javin generator slu£ajnih brojeva koji omogu¢ava izvla£enje brojeva prema
uniformnoj distribuciji i potom ¢e to iskoristiti za generiranje slu£ajnog broja prema binomnoj distri-
buciji. Ostaje jo² za odgovoriti na pitanje: kako to ostvariti. Generiranje brojeva prema binomnoj
distribuciji mogu¢e je ostvariti na vi²e na£ina, a ovdje ¢emo dati tri primjera koja se temelje na uporabi
funkcije kumulativne razdiobe � analogija ¢e direktna sa slu£ajnom proporcionalnom selekcijom (engl.
roulette-wheel selection): generirat ¢emo slu£ajni broj prema uniformnoj distribuciji iz intervala [0, 1]
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i potom ¢emo potraºiti onaj broj mutacija u £ije podru£je upada generirani slu£ajni broj: tu moºemo
direktno iskoristiti funkciju kumulativne razdiobe i vratiti najmanji k za koji je cdf(k) > r gdje je r
slu£ajni broj iz intervala [0, 1] generiran prema uniformnoj distribuciji (sjetite se, funkcija kumulativne
razdiobe je monotono rastu¢a funkcija).

Postavlja se samo pitanje: kako napraviti ovo pretraºivanje. U nastavku su dane tri implementacije.

1. Razred BinomialRNGV1 pretraºivanje implementira koriste¢i binarno raspolavljanje intervala.

2. Razred BinomialRNGV2 pretraºivanje implementira slijedno od po£etka.

3. Razred BinomialRNGV3 pretraºivanje implementira slijedno ali od pozicije koja je o£ekivana pa
od te pozicije ili kre¢e prema manjim indeksima, ili prema ve¢ima.

Ispis 18.5: Tri implementacije generatora slu£ajnih brojeva prema binomnoj distribuciji u programskom
jeziku Java.

1 public class BinomialRNGV1 extends AbstractBinomialRNG {
2
3 public BinomialRNGV1( int n , double p) {
4 super (n , p ) ;
5 }
6
7 @Override
8 public int nextBinomia l Int ( ) {
9 l e f t = n ;
10 double r = rand . nextDouble ( ) ;
11 i f ( r >= cdf [ n ] ) return n ;
12 int l e f t = 0 ;
13 int r i g h t = n+1;
14 while ( l e f t < r i gh t ) {
15 int cur rent = ( l e f t+r i gh t ) / 2 ;
16 i f ( cd f [ cur rent ] > r ) {
17 r i g h t = current −1;
18 } else {
19 l e f t = cur rent +1;
20 }
21 }
22 return cd f [ l e f t ]>r ? l e f t : l e f t +1;
23 }
24 }
25
26 public class BinomialRNGV2 extends AbstractBinomialRNG {
27
28 public BinomialRNGV2( int n , double p) {
29 super (n , p ) ;
30 }
31
32 @Override
33 public int nextBinomia l Int ( ) {
34 l e f t = n ;
35 double r = rand . nextDouble ( ) ;
36 i f ( r >= cdf [ n ] ) return n ;
37
38 for ( int i = 0 ; i <= n ; i++) {
39 i f ( cd f [ i ] > r ) return i ;
40 }
41
42 return n ;
43 }
44 }
45
46 public class BinomialRNGV3 extends AbstractBinomialRNG {
47
48 private double mean ;
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49
50 public BinomialRNGV3( int n , double p) {
51 super (n , p ) ;
52 mean = n∗p ;
53 }
54
55 @Override
56 public int nextBinomia l Int ( ) {
57 l e f t = n ;
58 double r = rand . nextDouble ( ) ;
59 i f ( r >= cdf [ n ] ) return n ;
60
61 int s t a r t Index = ( int ) (mean+0.5) ;
62
63 i f ( r < cdf [ s t a r t Index ] ) {
64 for ( int i = star t Index −1; i >= 0 ; i−−) {
65 i f ( cd f [ i ] <= r ) return i +1;
66 }
67 return 0 ;
68 } else {
69 for ( int i = s ta r t Index +1; i <= n ; i++) {
70 i f ( cd f [ i ] > r ) return i ;
71 }
72 return n ;
73 }
74 }
75
76 }

S obzirom da je sloºenost binarnog pretraºivanja O(log(n)) a slijednog O(n), te uzev²i u obzir
£injenicu da tre¢a implementacija kre¢e od najvjerojatnije pozicije, intuitivno bismo mogli pretpostaviti
da ¢e prva implementacija biti najbrºa, tre¢a ne²to sporija a druga najsporija. Vrlo informativan
eksperiment pokazat ¢e jesmo li bili u pravu: za svaki od £etiri slu£aja (po£etna implementacija te
implementacije koje koriste jednu od tri naprednije implementacije) napravljeno je 30 mjerenja pri £emu
je kromosom duljine 100 bita mutiran 500000 puta uz razli£ite vjerojatnosti mutacije bita. Rezultat je
tabeliran u nastavku te gra�£ki prikazan na slici 18.3. Vremena prikazana u tablici i na grafu su dana
u milisekundama i prikazuju prosje£no ukupno trajanje izvo�enja 500000 mutacija kromosoma.

p T0 (po£etna) T1 (binarno pretraºivanje) T2 (slijedno) T3 (slijedno, od o£ekivanja)
0.01 4668.23 134.17 100.3 101.4
0.05 4677.27 305.47 264.1 270.07
0.1 4714.3 528.47 489.77 490.57
0.25 4905.23 1091.13 1109.83 1116.1
0.5 5105.83 2092.3 2177.3 2066.57

Prvo ²to uo£avamo: tri napisane pobolj²ane ina£ice brºe su od po£etne implementacije. Pri-
mjerice, za p = 0.01, druga ina£ica (slijedno pretraºivanje) brºa je od po£etne implementacije za
4668.23/100.3 = 46.5 puta.

Do daljnjih zanimljivih spoznaja moºemo do¢i ako napravimo linearnu regresiju trajanja svake od
implementiranih mutacija u ovisnosti o parametru p. Rezultati su sljede¢i.

T0(p) = 942.456 · p+ 4642.646

T1(p) = 3967.996 · p+ 108.132

T2(p) = 4236.120 · p+ 57.286

T3(p) = 4011.456 · p+ 78.855

Kod po£etne implementacije ukupno vrijeme vrlo malo ovisi o parametru p: najvi²e vremena je �ksni
tro²ak pozivanja generatora slu£ajnih brojeva. Kod pobolj²anih implementacija situacija se stubokom
mijenja: �ksni tro²ak je vrlo mali i vrijeme izvo�enja prakti£ki je odre�eno parametrom p ²to je i
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Slika 18.3: Usporedba implementacija mutacije u ovisnosti o parametru p.

razumljivo: tro²imo vrijeme da doznamo na koliko pozicija trebamo napraviti mutaciju (to ide u �ksni
tro²ak) i potom toliko puta generiramo slu£ajni broj koji odre�uje koje ¢e to biti pozicije; osim toga,
ni²ta dodatno nemamo u kodu ²to bi tro²ilo vrijeme. posljedica je da smo smanjili �ksne tro²kove kao
i ukupan broj poziva generatora slu£ajnih brojeva (koji je u pozadini svega i dalje Javin standardni
generator).

Gledaju¢i sliku 18.3, £ini se da su sve tri pobolj²ane ina£ice jednako brze. Paºljivijom analizom
podataka u tablici dolazimo do vrlo interesantnih zaklju£aka: za male p najbrºa je implementacija koja
radi slijedno pretraºivanje od po£etka; ne²to malo za njom zaostaje implementacija koja radi slijedno
pretraºivanje od o£ekivane pozicije a najgore rezultate postiºe implementacija koja koristi binarno
pretraºivanje. Koji su razlozi za to? Implementacija koja koristi binarno pretraºivanje uvijek koristi
�kan broj koraka pretrage (odre�en s logn), polju koje tabelira vrijednosti cdf pristupa nasumi£no te
malo izvodi kod koji pove¢ava varijablu left a malo kod koji umanjuje varijablu right: posljedica je
da upravlja£ka jedinica procesora koja spekulativno poku²ava pogoditi u koju ¢e granu oti¢i izvo�e-
nje koda £esto grije²i (krivo pretpostavi) a zbog nasumi£nog dohva¢anja vrijednosti cdf -a dolazi do
proma²aja u priru£noj memoriji: posljedica su lo²e performanse koje ovdje vidimo. Slijedna imple-
mentacija ima svojstvo predvidivosti: malo je grananja i lako je korektno predvidjeti granu u koju ¢e
kod oti¢i; tako�er, kako je p mali, cdf raste vrlo brzo i u prosjeku ¢emo u vrlo malo koraka do¢i do
traºene vrijednosti. Kona£no, polju koje £uva vrijednosti cdf -a pristupa se slijedno ²to je puno po-
voljnije za priru£nu memoriju procesora. Posljedica je da ovakva implementacija nadma²uje preostale
dvije (i daleko nadma²uje po£etnu). Tre¢a implementacija za male je vrijednosti p bliska drugoj ali
pone²to lo²ija. Me�utim, za ve¢e vrijednosti p-a tre¢a implementacija, £injenica da pretragu pokre¢e
od o£ekivanog broja mutacija te £injenica da je binomna distribucija relativno uska rezultira najboljim
performansama.

Koju od ovih implementacija koristiti u praksi? Najprije moramo uzeti u obzir vrijednosti parame-
tra p koje se u evolucijskim algoritmima koriste: kako se radi o vjerojatnosti mutacije bita, njezin je
iznos uobi£ajeno vrlo mali i iznosi svega nekoliko posto. Stoga, uspredimo li po£etnu implementaciju
i preostale tri, odgovor je svakako: bilo ²to samo ne po£etna implementacija. Usporedimo li pak tri
pobolj²ane implementacije, mala prednost svakako je na implementaciji koja radi slijedno pretraºivanje.

Kako se implementacije pona²aju ako se varira n ispitano je novim nizom eksperimenata uz sve
ostale parametre �ksne (p = 0.5, broj kromosoma nad kojima su ra�ene mutacije je 500000). Rezultati
su dani u tablici u nastavku (gra�£ki prikaz dan je na slici 18.4).
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n T0 (po£etna) T1 (binarno pretraºivanje) T2 (slijedno) T3 (slijedno, od o£ekivanja)
50 2579.03 1078.03 1069.57 1078.1
100 5105.83 2092.3 2177.3 2066.57
200 10175.03 4072.1 4058.8 4059.4
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Slika 18.4: Usporedba implementacija mutacije u ovisnosti o parametru n.

Linearna regresija trajanja svake od implementiranih mutacija u ovisnosti o parametru n daje
sljede¢e rezultate.

T0(p) = 50.648 · n+ 44.433

T1(p) = 19.937 · n+ 88.133

T2(p) = 19.769 · n+ 128.817

T3(p) = 19.883 · n+ 81.683

Uz �ksirani p opet se vidi da tri pobolj²ane implementacije imaju blaºi porast vremena od po£etne
implementacije; najmanji koe�cijent pri tome ima upravo implementacija koja radi slijednu pretragu.

Jednom kada se krene raditi s velikim brojem bitova, izra£un to£nih vjerojatnosti binomne dis-
tribucije postat ¢e nemogu¢, ²to zbog vrijednosti binomnih koe�cijenata koje ¢e postati enormne, ²to
zbog izra£una potencija brojeva manjih od 1 na vrlo visoke potencije ²to ¢e generirati ekstremno male
vrijednosti; utjecaj numeri£kih pogre²aka u tom ¢e slu£aju postati jako izraºen. U tom slu£aju, bi-
nomnu distribuciju potrebno je nekako aproksimirati. U slu£ajevima kada je p malen a n velik, dobra
aproksimacija binomne distribucije je Poissonova distribucija kod koje je vjerojatnost da je X = k
de�nirana izrazom:

P (X = k;λ) =
λk · e−λ

k!

pri £emu je λ parametar distribucije. Na prvi pogled £ini se da se pri izra£unu mogu pojaviti visoke
potencije i velike faktorije (npr. 100!). Me�utim, uo£imo li da je:

P (X = k + 1;λ) =
λk+1 · e−λ

(k + 1)!
,

slijedi da je omjer ovih vjerojatnosti:

P (X = k + 1;λ)

P (X = k;λ)
=

λk+1·e−λ
(k+1)!

λk·e−λ
k!

=
λ

k + 1
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pa je:

P (X = k + 1;λ) = P (X = k;λ) · λ

k + 1
.

Drugim rije£ima, vjerojatnosti moºemo ra£unati prema izrazima:

p0 = e−λ, p1 = p0 ·
λ

1
, p2 = p1 ·

λ

2
, p3 = p2 ·

λ

3
, p4 = p3 ·

λ

4
, · · ·

Ove vrijednosti moºemo generirati slijedno i temeljem njih ra£unati i funkciju kumulativne razdiobe.
Jednom kada imamo izra£unatu ovu funkciju, dalje moºemo koristiti ve¢ napisane implementacije koje
brojeve generiraju koriste¢i uniformni generator slu£ajnih brojeva i tabeliranu funkciju kumulativne
razdiobe. Iskustvena pravila kaºu da ¢e Poissonova distribucija biti dobra aproksimacija binomne
distribucije s parametrima (n,p) ako se kao parametar Poissonove distribucije uzme vrijednost λ = n ·p
i ako je zadovoljeno da je n ≥ 20 i p ≤ 0.05 ili ako je n ≥ 100 i np ≤ 10.

Alternativno, binomnu distribuciju mogu¢e je aproksimirati i normalnom distribucijom uz srednju
vrijednost n · p i standardnu devijaciju σ =

√
n · p · (1− p) u slu£ajevima kada je n velik i kada p nije

blizak 0 ili 1; naime, na rubovima je binomna distribucija izrazito asimetri£na dok je normalna distri-
bucija simetri£na � stoga se aproksimacija popravlja pribliºavanjem parametra p prema vrijednosti 0.5
za koju je i binomna distribucija simetri£na. U praksi, evolucijski algoritmi rade s malim vrijednostima
parametra p i dodatno, funkciju kumulativne razdiobe kod normalne distribucije nije mogu¢e analiti£ki
ra£unati. Stoga je ovo nepovoljniji izbor za programiranje.

18.2 Generatori slu£ajnih brojeva i paralelizacija

Generatori slu£ajnih brojeva inherentno su vi²edretveno nesigurni jer sadrºe stanje koje svakim pozi-
vom aºuriraju. Neki programski jezici stoga nude vi²edretveno sigurne generatore slu£ajnih brojeva
koji vi²edretvenu sigurnost postiºu ili uporabom sinkronizacijskih mehanizama ili uporabom posebnih
strojnih instrukcija za atomi£ko aºuriranje podataka (compare-and-set, test-and-set i sli£nih). U tak-
vim slu£ajevima uporaba jednog generatora u vi²edretvenom okruºenju radit ¢e korektno ali uz velik
dodatni tro²ak. Uzev²i u obzir da programi evolucijskog ra£unanja obilno koriste generatore slu£ajnih
brojeva, ovi tro²kovi nikako nisu prihvatljivi.

Lo²e rje²enje opisanog problema bilo bi svaki puta kada metoda treba pristup generatoru slu£ajnih
brojeva na tom mjestu stvoriti novi generator (odnosno jednom po ulasku u metodu). Naºalost,
stvaranje generatora povla£i njegovu inicijalizaciju ²to moºe biti vremenski vrlo skupo. Sjetite se
samo inicijalizacije generatora koji smo napisali za binomnu distribuciju i koji u konstruktoru tabelira
funkciju cdf(k) u kvadratnoj sloºenosti.

Stoga se u vi²edretvenom okruºenju preporu£a koristiti jedan generator po dretvi � moderni pro-
gramski jezici za ovo nude koncept varijabli lokalnih za dretve te razli£ite implementacije tog koncepta.
U programkom jeziku Java tako nam na raspolaganju stoji kolekcija ThreadLocal<T>. Alternativno,
kako su u Javi dretve punokrvni razredi, moºemo napisati novi razred koji predstavlja dretvu i koji kao
privatnu £lansku varijablu £uva svoj primjerak generatora slu£ajnih brojeva koji stvara u konstruktoru.
Kod koji treba generator moºe dohvatiti informaciju o trenutnoj dretvi i iz nje dohvatiti pohranjeni
generator.
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Dodatak A

Zadatci

U ovom poglavlju opisani su konkretni programski zadatci £ijim ¢e se rje²avanjem ste¢i puno bolji
dojam o pona²anju pojedinih evolucijskih algoritama.

A.1 Poop¢ena Rastriginova funkcija

Ovo je primjer minimizacije funkcije nad kontinuiranim varijablama. Funkcija f je funkcija de�nirana
nad D-dimenzijskim vektorom realnih brojeva, na sljede¢i na£in:

f(~x) = 10 ·D +
D∑
i=1

(x2
i − 10 · cos(2πxi)).

Funkcija je za slu£aj dvije dimenzije prikazana je na slici A.1.

Slika A.1: Rastriginova funkcija.

Globalni optimum ove funkcije je poznat. To je ~x∗ = (0, 0, . . . , 0) u kojem je f(~x∗) = 0. Napi²ite
program koji ¢e kao argumente komandne linije dobiti 3 parametra: dimenzionalnost vektora (D), te
minimalnu i maksimalnu vrijednost unutar koje se pretraºuje prostor rje²enja. Ako se za rje²avanje
koriste algoritmi koji pretraºuju diskretan prostor, tada se treba raditi minimalno s precizno²¢u od
10−4. Zadana minimalna i maksimalna vrijednost vrijedi za sve komponente vektora ~x.

Provjerite pona²anje Va²e implementacije za D = 1, D = 4 te D = 10 i prostor pretraºivanja
[−10, 10] po svakoj komponenti.
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A.1.1 Prikladni algoritmi za rje²avanje problema

Ovaj zadatak moºete rje²avati algoritmom simuliranog kaljenja, genetskim algoritmom, algoritmom
roja £estica, algoritmom diferencijske evolucije te umjetnim imunolo²kim algoritmom.

A.2 Normalizirana Schwefelova funkcija

Ovo je primjer minimizacije funkcije nad kontinuiranim varijablama. Funkcija f je funkcija de�nirana
nad D-dimenzijskim vektorom realnih brojeva, na sljede¢i na£in:

f(~x) =

∑D
i=1−xi sin(

√
|xi|)

D
.

Funkcija je za slu£aj dvije dimenzije prikazana je na slici A.2. Optimum ove funkcije ovisi o intervalu

Slika A.2: Normalizirana Schwefelova funkcija.

vrijednosti koje varijable mogu poprimiti. Ako se ispituje interval ±512, to je x∗i ≈ 420.968746,
i = 1, 2, . . . , D u kojem je f(~x∗) = −418.982887. Napi²ite program koji ¢e kao argumente komandne
linije dobiti 3 parametra: dimenzionalnost vektora (D), te minimalnu i maksimalnu vrijednost unutar
koje se pretraºuje prostor rje²enja. Ako se za rje²avanje koriste algoritmi koji pretraºuju diskretan
prostor, tada se treba raditi minimalno s precizno²¢u od 10−4. Zadana minimalna i maksimalna
vrijednost vrijedi za sve komponente vektora ~x.

Provjerite pona²anje Va²e implementacije za D = 1, D = 4 te D = 10 i prostor pretraºivanja
[−10, 10] po svakoj komponenti.

A.2.1 Prikladni algoritmi za rje²avanje problema

Ovaj zadatak moºete rje²avati algoritmom simuliranog kaljenja, genetskim algoritmom, algoritmom
roja £estica, algoritmom diferencijske evolucije te umjetnim imunolo²kim algoritmom.

A.3 Problem popunjavanja kutija

Ovo je jedan od problema koji se £esto javljaju u privredi. Ilustrirajmo ga na primjeru jednodimen-
zijskih objekata. Neki proizvo�a£ proizvodi ²tapove razli£itih duljina. Iz tvornice, ²tapove je potrebno
transportirati do distribucijskog centra u spremnicima �ksne visine (radi jednostavnosti pretpostavimo
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da su spremnici tanki ba² kao i ²tapovi). �tapovi se u spremnik mogu slagati i jedan na drugi (svi su
jednakog promjera), tako dugo dok ukupna visina ne prema²i visinu spremnika. Potrebno je prona¢i
takvo pakiranje ²tapova koje ¢e zahtijevati spremnik minimalne duljine.

Pogledajmo to na primjeru ilustriranom slikom A.3. Slika prikazuje niz ²tapova koje treba pakirati
u raspoloºivi spremnik; pri tome su svi ²tapovi poslagani jedan do drugoga. Ovisno o visini, ²tapovi
su prikazani razli£itim bojama.

(a) Mogu¢e ali lo²e pakiranje ²tapova

(b) Puno bolje pakiranje ²tapova

Slika A.3: Problem popunjavanja kutija

Primjer jednog mogu¢eg pakiranja prikazan je na slici A.3a. Odmah se vidi da takvo popunjavanje
nije optimalno. Na slici A.3b prikazano je druga£ije popunjavanje; duljina potrebnog spremnika je
manja £ime je to rje²enje bolje.

Va² je zadatak problem rije²iti nekim od prirodom inspiriranih optimizacijskih algoritama koji su
prethodno obra�eni. S obzirom da je ovo inherentno kombinatori£ki problem, najjednostavnije je to
poku²ati rije²iti uporabom genetskog algoritma ili umjetnih imunolo²kih algoritama.

A.3.1 Naputci

Evo i nekoliko naputaka o kojima je dobro razmisliti prilikom izrade programske implementacije rje²enja
problema.

• Optimalnost rje²enja � uo£imo da rje²enje uvijek postoji; pitanje je samo kvalitete tog rje²enja.
U ovom primjeru najjednostavnija mjera kvalitete uzimat ¢e u obzir samo duljinu potrebnog
spremnika � ²to manje, to bolje.

• Tvrda ograni£enja � tvrda ograni£enja ovdje su jasna: ukupna duljina naslaganih ²tapova ne
smije biti ve¢a od visine spremnika.

• Vrijednost evaluacijske funkcije � razmislite kako ¢ete vrednovati svako rje²enje. Ho¢e li to biti
samo jedan broj (duljina potrebnog spremnika) ili moºda vektor brojeva (uz duljinu, moºda
uzimati u obzir jo² neke karakteristike "punjenja"), te kako ¢ete, posebice u ovom posljednjem
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slu£aju, raditi usporedbu takvih rje²enja (£esto ¢e Vam trebati odgovor na pitanje "koje je rje²enje
bolje").

• Kriterij zaustavljanja � ²to ¢e biti prikladan kriterij zaustavljanja u opisanom problemu?

• Na£in prikaza rje²enja � na£in na koji ¢ete interno prikazati va²e rje²enje imat ¢e drasti£ni efekt
na izvedbu operatora optimizacijskog algoritma. Primjerice, iako je najjednostavniji, binarni
prikaz rje²enja (nizom bitova) u ovom slu£aju nije ba² najsretnije rje²enje. Razmislite o tome da
rje²enje prikaºete odgovaraju¢om strukturom podataka.

A.3.2 Prikladni algoritmi za rje²avanje problema

Ovaj zadatak moºete rje²avati bilo kojim od obra�enih algoritma. Me�utim, kako je zadatak izra-
ºeno kombinatori£ke prirode, moºda je dobro fokusirati se na algoritme koji su prirodni za rje²avanje
kombinatori£kih problema.

A.4 Izrada rasporeda timova studenata

Na kolegiju Umjetnost, znanost i �lozo�ja studenti su podijeljeni u studentske timove. Na kolegiju
ima nekoliko asistenata. Svakom timu jedan je asistent dodijeljen kao voditelj. Me�utim, kako je broj
timova ve¢i od broja asistenata, jedan asistent vodi vi²e timova. Raspodjela studenata po timovima
te dodjela voditelja timovima napravljena je na po£etku semestra i ne moºe se mijenjati.

Za ovaj kolegij potrebno je organizirati predaju projekata. U terminu predaje projekta svi £lanovi
tima trebaju do¢i istovremeno u odre�enu prostoriju. Potrebno je napraviti raspored predaje timskih
projekata, tako da svi timovi mogu predati svoje projekte. Pri tome treba paziti na ograni£enja opisana
u nastavku.

A.4.1 Ograni£enja

Prilikom izrade rasporeda, potrebno je voditi ra£una o sljede¢im ograni£enjima.

• Zauze¢a studenata predavanjima i drugim obavezama � raspored treba napraviti tako da se uklopi
u postoje¢i studentski raspored, odnosno da se ne generiraju kon�ikti s postoje¢im obavezama
studenata. Sva studentska zauze¢a dostupna su u datoteci zauzetost.txt. Svaki redak pred-
stavlja jedno zauze¢e, pri £emu su elementi retka ²ifra studenta, datum zauze¢a, po£etak zauze¢a,
kraj zauze¢a.

• Zauze¢a dvorana � raspored se treba uklopiti u postoje¢a zauze¢a dvorana. Kako bi se ovo
olak²alo, u drugom dijelu datoteke projekt.txt nalazi se popis termina u kojima su dvorane
slobodne (svaki termin vremenski odgovara to£no jednoj predaji projekta). Uz svaki termin
navedene su slobodne dvorane u tom terminu, te uz svaku dvoranu broj studenata koji ta dvorana
moºe primiti u tom terminu.

• Ograni£enja na voditelje � kako jedan asistent moºe biti voditelj u vi²e timova, potrebno je
osigurati da se ne napravi raspored u kojem projekt u istom terminu predaju dva tima istog
voditelja, jer ih voditelj ne¢e mo¢i ispitati. U jednom terminu voditelj moºe ispitati samo jedan
tim (od svojih timova). Tako�er, voditelj ne moºe ispitivati druge timove. Nazivi timova, voditelji
timova te ²ifre studenata koji pripadaju timu navedeni su u prvom dijelu datoteke projekt.txt.

Format datoteke koja predstavlja rje²enje problema, kao i konkretni primjeri problema mogu se
pogledati direktno u pripremljenoj arhivi dostupnoj na webu: http://java.zemris.fer.hr/nastava/
ui/programskiZadatci/timovi.zip.
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A.4.2 Naputci

Evo i nekoliko naputaka o kojima je dobro razmisliti prilikom izrade programske implementacije rje²enja
problema.

• Optimalnost rje²enja � mogu¢e je da rje²enje problema bez kon�ikata ne postoji. Stoga pos-
tavite problem kao optimizacijski problem: za svako generirano rje²enje izbrojite koliko minuta
kon�ikata u tom rje²enju imaju studenti. Zadatak optimizacije je prona¢i rje²enje s minimalnim
brojem kon�ikata.

• Tvrda vs. meka ograni£enja � razmislite koja ¢e Vam od ograni£enja biti tvrda a koja meka,
i za²to. Prisjetimo se, tvrda ograni£enja su ona £ije nezadovoljavanje povla£i neprihvatljivost
rje²enja. Meka ograni£enja imaju pak utjecaj na kvalitetu rje²enja.

• Vrijednost evaluacijske funkcije � razmislite kako ¢ete vrednovati svako rje²enje. Ho¢e li to biti
jedan broj ili moºda vektor brojeva, te kako ¢ete, posebice u ovom posljednjem slu£aju, raditi
usporedbu takvih rje²enja (£esto ¢e Vam trebati odgovor na pitanje "koje je rje²enje bolje").

• Kriterij zaustavljanja � ²to ¢e biti prikladan kriterij zaustavljanja u opisanom problemu?

• Na£in prikaza rje²enja � na£in na koji ¢ete interno prikazati va²e rje²enje imat ¢e drasti£ni efekt
na izvedbu operatora optimizacijskog algoritma. Primjerice, iako je najjednostavniji, binarni
prikaz rje²enja (nizom bitova) u ovom slu£aju nije ba² najsretnije rje²enje. Razmislite o tome da
rje²enje prikaºete odgovaraju¢om strukturom podataka.

A.4.3 Prikladni algoritmi za rje²avanje problema

Ovaj problem moºete rje²avati svim algoritmima opisanim u ovoj skripti.

A.5 Izrada prezentacijskih grupa za seminare (1)

Na preddiplomskom predmetu Seminar studente vode voditelji koji tipi£no imaju dodijeljena do £etiri
studenta. Jednog voditelja s njegovim studentima nazvat ¢emo jednom mikro-grupom. Prezentacije
seminarskih radova odvijaju se u ve¢im prezentacijskim grupama, koje tipi£no broje do 30 studenata.
Kako bi se ovo ostvarilo, vi²e mikro-grupa potrebno je spojiti u jednu prezentacijsku grupu, ²to je mo-
gu¢e obaviti uzimaju¢i u obzir razli£ite kriterije. Obratite paºnju da se prilikom izrade prezentacijskih
grupa ne moºe raditi na razini pojedinog studenta � grupe se formiraju iz mikro-grupa: uklju£ivanjem
jednog voditelja u grupu uklju£ili ste sve njegove studente u tu grupu.

A.5.1 Zadatak

U okviru ovog zadatka potrebno je uporabom evolucijskog ra£unanja sve mikro-grupe podijeliti u 24
prezentacijske grupe koje su sve podjednake veli£ine (28±1 student), s time da je potrebno minimizirati
ukupno odstupanje veli£ine grupa (npr. bolje je rje²enje s 22 grupe od 28 studenata i 2 grupe od 29
studenata, nego rje²enja koje ima 20 grupa od 28 studenata, 2 grupe od 27 studenata i 2 grupe od 29
studenata).

Unutar svih takvih mogu¢ih raspodjela grupa, potrebno je prona¢i takvu razdiobu koja u svakoj
grupi ima ²to je mogu¢e vi²e ujedna£enu distribuciju rangova studenata. �to to to£no zna£i? Za
svakog studenta dostupan je njegov rang studija. Rangovi se kre¢u od 1 do poprilici 800, i postoje
jednako rangirani studenti. Prilikom spajanja mikro-grupa u jednu prezentacijsku grupu treba paziti
da se ne pojave rje²enja koja primjerice u jednu grupu smjeste puno studenata s rangom do 100, a
malo studenta s rangovima od 101 do 800, ili pak da se ne pojavi grupa u koju su smje²teni preteºno
studenti s rangovima iznad 400, ili bilo kakva sli£na nepravilnost. Idealno bi bilo kada bi se unutar svake
prezentacijske grupe na²ao podjednak broj studenata svih rangova. Ovo je ilustrirano na dijagramu
prikazanom na slici A.4. Dijagram je nastao tako ²to su studenti unutar svake prezentacijske grupe
sortirani prema rangovima (u tom primjeru grupe su imale do 31 studenta). Pri tome je na prvom
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mjestu student s najmanjim rangom studija a na zadnjem mjestu student s najve¢im rangom studija.
Iz dijagrama je vidljivo da su u svakoj od 24 prezentacijske grupe prva tri studenta s rangom studija
od 1 do 100, 10. student u svakoj je grupi po rangu izme�u 200 i 300, itd. Ovakav prikaz je zgodan
kako bismo vizualno mogli ocijeniti kvalitetu dobivenog rje²enja, i nacrtan je uporabom biblioteke
jfreechart (za programski jezik Java).

Slika A.4: Raspodjela rangova po prezentacijskim grupama.

S obzirom da svaka prezentacijska grupa u ovom zadatku smije imati 28± 1 studenta, o£ito je da u
nju nije mogu¢e smjestiti po jednog studenta ranga 1, jednog studenta ranga 2, jednog studenta ranga
3 i tako do 800. Stoga je va² zadatak sljede¢i:

• osmislite kako ¢ete vrednovati kvalitetu razdiobe rangova unutar jedne prezentacijske grupe te

• osmislite kako ¢ete vrednovati kvalitetu razdiobe rangova unutar jednog rje²enja (dakle temeljem
svih 24 grupa).

A.5.2 Naputci

Prilikom rje²avanja ovog zadatka trebat ¢ete odgovoriti i na pitanje kako usporediti dva rje²enja,
odnosno koje je rje²enje bolje. Uo£ite da u ovom slu£aju imate dvije vrste ograni£enja s kojima radite:

• tvrdo ograni£enje jest veli£ina svake od grupa na 28± 1,

• meko ograni£enje je da ºelimo minimizirati razliku u veli£ini pojedinih grupa te

• meko ograni£enje je da ºelimo ²to ravnomjerniju razdiobu rangova unutar svake od grupa.

Tako�er, razmislite kako ¢ete kombinirati dva meka ograni£enja u kona£nu odluku kojom ¢ete re¢i ²to
je bolje.

Potrebne podatke s izmi²ljenim studentima, voditeljima i rangovima moºete dohvatiti s adrese:
http://java.zemris.fer.hr/nastava/ui/programskiZadatci/seminari_1.zip. U toj ZIP arhivi
nalazi se datoteka koja u svakom retku navodi JMBAG studenta, oznaku dodijeljenog voditelja te rang
studija studenta.

Kao rje²enje problema trebali biste ponuditi datoteku sli£nu ulaznoj koja u svakom retku ima jo²
i podatak o dodijeljenoj prezentacijskoj grupi (ozna£ite ih s G1 do G24), gra�£ki prikaz raspodjele
rangova te stupi£asti prikaz veli£ina grupa (engl. bar-chart).

Kako biste lak²e pratili napredak va²eg algoritma, preporuka je ove dijagrame crtati uºivo za
najbolje prona�eno rje²enje (tijekom samog postupka optimizacije) i prikazivati ih na ekranu. U tom
slu£aju slike ne trebate pohranjivati na disk kao dio rje²enja.
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A.5.3 Prikladni algoritmi za rje²avanje problema

Ovaj zadatak moºete rje²avati genetskim algoritmom, algoritmom kolonije mrava te umjetnim imuno-
lo²kim algoritmom.

A.6 Izrada prezentacijskih grupa za seminare (2)

Na preddiplomskom predmetu Seminar studente vode voditelji koji tipi£no imaju dodijeljena do £etiri
studenta. Jednog voditelja s njegovim studentima nazvat ¢emo jednom mikro-grupom. Prezentacije
seminarskih radova odvijaju se u ve¢im prezentacijskim grupama, koje tipi£no broje do 30 studenata.
Kako bi se ovo ostvarilo, vi²e mikro-grupa potrebno je spojiti u jednu prezentacijsku grupu, ²to je mo-
gu¢e obaviti uzimaju¢i u obzir razli£ite kriterije. Obratite paºnju da se prilikom izrade prezentacijskih
grupa ne moºe raditi na razini pojedinog studenta � grupe se formiraju iz mikro-grupa: uklju£ivanjem
jednog voditelja u grupu uklju£ili ste sve njegove studente u tu grupu.

A.6.1 Zadatak

U okviru ovog zadatka potrebno je uporabom evolucijskog ra£unanja sve mikro-grupe podijeliti u 24
prezentacijske grupe koje su sve podjednake veli£ine (28±1 student), s time da je potrebno minimizirati
ukupno odstupanje veli£ine grupa (npr. bolje je rje²enje s 22 grupe od 28 studenata i 2 grupe od 29
studenata, nego rje²enje koje ima 20 grupa od 28 studenata, 2 grupe od 27 studenata te 2 grupe od
29 studenata).

Unutar svih takvih mogu¢ih raspodjela grupa, potrebno je prona¢i takvu razdiobu koja u svakoj
grupi ostavlja ²to je mogu¢e vi²e vremena u terminima od 8h ujutro do 20h nave£er kada bi se mogle
odrºati prezentacije, a da to ne kolidira s postoje¢im obavezama svih studenata koji tada trebaju pri-
sustvovati prezentaciji. Uo£ite da zadatak nije napraviti i raspored prezentacija � termine ¢e naknadno
odabrati voditelji u dogovoru sa studentima biraju¢i me�u mno²tvom slobodnih termina koje biste Vi
trebali osigurati. Ideja je samo prona¢i takvo grupiranje studenata uz koje ¢e se maksimizirati broj
potencijalnih termina kada su svi studenti grupe slobodni.

"Kvaliteta" jednog rje²enja ovakvog problema prikazana je na slici A.5, i to u obliku stupi£astog
dijagrama (engl. bar-chart diagram). Ovakav prikaz je zgodan kako bismo vizualno mogli ocijeniti
kvalitetu dobivenog rje²enja, i nacrtan je uporabom biblioteke jfreechart (za programski jezik Java).

Slika A.5: Broj slobodnih termina po prezentacijskim grupama.

Termini za prezentacije traju po 45 minuta. Ako £itava grupa ima primjerice jedan slobodan sat
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(od 12h do 13h), to ¢ete brojati kao jedan termin. Da su imali slobodno od 12h do 13:30h, to biste
brojali kao 2 slobodna termina.

A.6.2 Naputci

Prilikom rje²avanja ovog zadatka trebat ¢ete odgovoriti i na pitanje kako usporediti dva rje²enja,
odnosno koje je rje²enje bolje. Uo£ite da u ovom slu£aju imate dvije vrste ograni£enja s kojima radite:

• tvrdo ograni£enje jest veli£ina svake od grupa na 28± 1 te

• meko ograni£enje je da ºelimo za svaku grupu osigurati ²to je mogu¢e vi²e slobodnih termina.

Tako�er, razmislite kako ¢ete vrednovati koli£inu slobodnog vremena. Naime, s jedne strane mo¢i ¢ete
izra£unati koliko svaka od grupa ima slobodnih termina. Pitanje je samo kako te podatke iskoristiti
da biste dobili ukupnu dobrotu rje²enja. Ovo je posebice vaºno ako uzmemo u obzir i £injenicu
da pove¢anje koli£ine slobodnog vremena jedne grupe moºe dovesti do smanjenja koli£ine slobodnog
vremena neke druge grupe.

Potrebne podatke s izmi²ljenim studentima, voditeljima i rangovima, te zauze¢ima studenata mo-
ºete dohvatiti s adrese: http://java.zemris.fer.hr/nastava/ui/programskiZadatci/seminari_

2.zip. U toj ZIP arhivi postoje tri datoteke.

• Datoteka studenti-nastavnici.txt u svakom retku navodi JMBAG studenta te oznaku dodi-
jeljenog voditelja.

• Datoteka zauzetost.txt u svakom retku ima jedan zapis zauze¢a nekog studenta: JMBAG, dan,
po£etak zauze¢a te kraj zauze¢a.

• Datoteka dani.txt u svakom retku navodi po jedan dan u kojem se odrºavaju prezentacije.
Datoteka je potrebna jer je mogu¢e da postoji dan u kojem niti jedan student nema nikakvih
obaveza, pa se taj dan ne¢e niti spomenuti u datoteci s zauze¢ima. Ako u datoteci zauzetost.txt
ima dana koji se ovdje ne spominju, zanemarite ih.

Kao rje²enje problema trebali biste ponuditi datoteku sli£nu ulaznoj (studenti-nastavnici.txt)
koja u svakom retku ima jo² i podatak o dodijeljenoj prezentacijskoj grupi (ozna£ite ih s G1 do G24),
gra�£ki prikaz koli£ine slobodnog vremena te stupi£asti prikaz veli£ina grupa.

Kako biste lak²e pratili napredak va²eg algoritma, preporuka je ove dijagrame crtati uºivo za
najbolje prona�eno rje²enje (tijekom samog postupka optimizacije) i prikazivati ih na ekranu. U tom
slu£aju slike ne trebate pohranjivati na disk kao dio rje²enja.

A.6.3 Prikladni algoritmi za rje²avanje problema

Ovaj zadatak moºete rje²avati genetskim algoritmom, algoritmom kolonije mrava te umjetnim imuno-
lo²kim algoritmom.

A.7 U£enje umjetne neuronske mreºe

Umjetne neuronske mreºe prirodom su inspirirani formalizam koji nudi mogu¢nost izgradnje klasi�ka-
cijskih odnosno aproksimacijskih sustava koji danas imaju niz primjena u praksi. Umjetne neuronske
mreºe predstavnik su konektivisti£kog pristupa unutar podru£ja umjetne inteligencije koji se temelji na
upogonjavanju niza vrlo jednostavnih procesnih elemenata koji sami po sebi ne ispoljavaju nikakva in-
teligentna obiljeºja, ali kada ih se me�usobno velik broj, dobiva se sustav koji iskazuje vrlo interesantna
svojstva. Primjer jedne neuronske mreºe prikazan je na slici A.6.

Mreºa prikazana na toj slici ima jedan ulaz (ozna£en s x) te jedan izlaz (ozna£en s y). Svaki sloj
sastoji se od jednog ili vi²e neurona (odnosno procesnih elemenata). U prvom sloju nalaze se neuroni
koji ne obavljaju nikakvu funkciju � oni naprosto u mreºu proslje�uju ulaz koji dobivaju. U drugom
sloju nalazi se pet neurona (ozna£enih s plavim kruºi¢ima), u tre¢em sloju tri neurona te u £etvrtom
sloju jedan neuron. Zada¢a prikazane neuronske mreºe jest raditi preslikavanje x→ f(x). Broj neurona
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Slika A.6: Unaprijedna £etiri-slojna potpuno povezana neuronska mreºa.

u ulaznom sloju odre�en je dimenzionalno²¢u domene; kako je funkcija od jedne varijable, postoji samo
jedan neuron. Broj neurona u izlazu odre�en je brojem funkcija koje mreºa mora aproksimirati. Kako
je na² zadatak aproksimacija funkcije f , postoji samo jedan neuron u izlaznom sloju. Broj skrivenih
slojeva koje ¢emo koristiti kao i broj neurona koji ¢emo staviti u svaki sloj ovisi o kompleksnosti
preslikavanja koje mreºa mora raditi. Pri tome postoji matemati£ki dokaz da su neuronske mreºe
univerzalni aproksimatori � za svako preslikavanje koje je potrebno raditi postoji neuronska mreºa
koja ga moºe raditi do na proizvoljno malu pogre²ku.

Kod mreºe prikazane na slici A.6 svaki neuron mreºe (osim neurona ulaznog sloja) pobu�ivan je od
neurona prethodnog sloja (koji neuron pobu�uje kojeg prikazano je linijama); tako primjerice neuron
2 kao pobudu dobiva ulaz x, dok neuron 7 kao pobudu dobiva izlaze neurona 1, 2, 3, 4 i 5. Svaki
neuron dobivenu pobudu transformira u svoj izlaz. Ta se transformacija moºe ra£unati na razli£ite
na£ine i karakteristika je odabrane neuronske mreºe. Ozna£imo izlaz proizvoljnog neuron i oznakom
yi. U prikazanoj mreºi tada ¢emo imati izlaze y1 do y9, pri £emu se ºeljeno preslikavanje x → f(x)
dobiva upravo na izlazu y9.

Na koji na£in neuron transformira dobivenu pobudu? Uobi£ajeno transformaciju raditi u dva
koraka. Najprije se ra£una teºinska suma pobude koja se dovodi na neuron s time da se toj teºinskoj
sumi nadoda jo² iznos slobodne teºine neurona kako bi se omogu¢ilo da za pobudu 0 neuron na izlazu
moºe dati vrijednost koja je razli£ita od nule. Svaki neuron pri tome ima svoju vlastitu slobodnu
teºinu. Na slici A.6 imamo 9 neurona i 9 slobodnih teºina; slobodna teºina neurona i ozna£ena je s wi.
Teºine kojima se mnoºi pobuda kojom neuron i pobu�uje neuron j na slici je ozna£ena s wij ; pri tome
na slici zbog preglednosti nisu ozna£ene sve teºine izme�u prvog i drugog skrivenog sloja. Ozna£imo
teºinsku sumu neurona i oznakom neti. Napi²imo te sume za nekoliko neurona; primjerice, za neurone
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2, 8 i 9.

net2 = x · wx2 + w2

net8 = y1 · w18 + y2 · w28 + y3 · w38 + y4 · w48 + y5 · w58 + w8

net9 = y6 · w69 + y7 · w79 + y8 · w89 + w9

Drugi korak u izra£unu izlaza jest vrijednost neti propustiti kroz prijenosnu funkciju. U ovom za-
datku prijenosne funkcije neurona u skrivenih slojevima bit ¢e sigmoidalne prijenosne funkcije koje su
de�nirane na sljede¢i na£in:

f(net) =
1

1 + e−net
.

To zna£i da ¢e za izlaze neurona 2 i 8 za koje smo prethodno izra£unali net2 i net8 vrijedi:

y2 =
1

1 + e−net2
, y8 =

1

1 + e−net8
.

Izlazni sloj neuronske mreºe prikazan u ovom zadatku treba koristiti prijenosnu funkciju identiteta:

f(net) = net

£ime za izlaz neurona 9 moºemo pisati:

y9 = net9.

Uo£imo da se izlazi moraju ra£unati s lijeva na desno. Najprije je potrebno izra£unati sve neti pa yi
za neurone drugog sloja; tek tada ra£unamo sve neti pa yi za neurone tre¢eg sloja jer se oni ra£unaju
temeljem prethodno izra£unatih izlaza drugog sloja, i tako redom sve do zadnjeg sloja.

A.7.1 Zadatak

Zadane su funkcije odre�ene izrazima (A.1) i (A.2).

f(x) = sin(x), x ∈ [0, 2π] (A.1)

g(x) = sin(x) + sin(4x+
π

7
) · 1

2
x ∈ [0, 2π] (A.2)

Nau£ite neuronsku mreºu da aproksimira funkciju f . Nau£ite neuronsku mreºu da aproksimira
funkciju g.

Koju ¢e funkciju neuronska mreºa aproksimirati ovisi o vrijednostima teºinskih faktora (naime, se
ostalo smo �ksirali � struktura mreºe je zadana, prijenosne funkcije su zadane). Stoga se postupak
u£enja neuronske mreºe moºe svesti na postupak traºenja vrijednosti teºinskih faktora uz koje ¢e
neuronska mreºa raditi minimalnu pogre²ku. U uvodnom dijelu zadatka je re£eno da su neuronske
mreºe univerzalni aproksimatori � da se za zadano preslikavanje moºe prona¢i neuronska mreºa koja ¢e
to preslikavanje obavljati s proizvoljno malom pogre²kom. Me�utim, u ovom zadatku struktura mreºe
je zadana i jedino ²to se moºe mijenjati jesu vrijednosti teºinskih faktora. Ova mreºa ne¢e mo¢i nau£iti
zadana preslikavanja savr²eno; poku²ajte me�utim u£enjem dobiti ne²to ²to je dovoljno dobro.

A.7.2 Priprema podataka

Za obje zadane funkcije pripremite skup za u£enje: domenu svake funkcije uzorkujte uniformno i
pripremite 40 parova za u£enje oblika (x, f(x)). Te podatke pospremite u tekstualnu datoteku. Neka
optimizacijski algoritam uzorke za u£enje pro£ita iz zadane tekstualne datoteke.
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A.7.3 Pretvorba u optimizacijski problem

Ozna£imo s ~w vektor svih teºina neuronske mreºe. Za mreºu prikazanu na slici A.6 taj ¢e vektor imati
32 komponente jer u mreºi postoje 32 teºine. Prepostavimo da imate N uzoraka za u£enje (xi, f(xi)),
gdje je i ∈ {1, 2, . . . , N}. Uz zadane teºine ~w za svaki uzorak xi moºe se izra£unati izlaz koji mreºa daje
kada joj se na ulaz narine taj uzorak; ozna£imo taj izlaz s oi. Neuronska mreºa radi dakle preslikavanje
xi → oi a htjeli bismo dobiti preslikavanje xi → f(xi). Stoga je pogre²ka mreºe za i-ti uzorak jednaka:

ei = |f(xi)− oi|.

Ukupna pogre²ka mreºe tada je suma pogre²aka za sve uzorke:

E(~w) =

N∑
i=1

ei =

N∑
i=1

|f(xi)− oi|.

Ova pogre²ka ovisi samo o kori²tenim teºinama mreºe ~w jer je sve ostalo �ksno. Iznos funkcije E(~w)
tada se moºe promatrati kao funkcija kazne za rje²enje ~w, ²to se dalje moºe koristiti kako bi se prona²ao
optimalni vektor ~w koji minimizira tu funkciju kazne.

A.7.4 Naputak

U nastavku je dan prijedlog kako oblikovati kod neuronske mreºe. Programsko ostvarenje neuronske
mreºe rije²ite tako da sve teºine �zi£ki £uvate u jednom polju double-ova. Ako neurone modelirate kao
zasebne objekte (primjerke razreda neuron), svaki od neurona neka pamti indekse lokacija na kojima se
u vektoru (tj. polju) teºina nalaze njegove teºine. Na taj na£in nikad u neurone ne¢ete morati kopirati
trenutne vrijednosti teºina ve¢ je dovoljno da neuron dobije referencu u trenutni vektor teºina (moºda
£ak direktno kao parametar funkcije koja treba izra£unati izlaz). Na isti na£in rije²ite i pam¢enje ulaza
i izlaza svih neurona: koristite jedno polje double-ova za ulaze i izlaze istovremeno; naime, uo£ite da
je izlaz jednog neurona istovremeno i ulaz nekog drugog neurona (odnosno £ak i za vi²e neurona).
Tada je dovoljno da imate jedno polje i da svaki neuron zapamti indeks lokacije na koju treba upisati
izra£unati izlaz, odnosno da zapamti indekse lokacija s kojih £ita ulaze.

A.7.5 Prikladni algoritmi za rje²avanje problema

Ovaj zadatak moºete rje²avati algoritmom simuliranog kaljenja, genetskim algoritmom, algoritmom
roja £estica, algoritmom diferencijske evolucije te umjetnim imunolo²kim algoritmom.

A.8 U£enje robota Robby

U svojoj vrlo interesantnoj knjizi [Mitchell, 2009], Melanie Mitchell za ilustraciju rada genetskog al-
goritma navodi primjer u£enja robota Robby � vrlo jednostavnog mehani£kog sustava s ograni£enom
senzorikom i relativno kompleksnim zadatkom. Prenosimo taj zadatak u donekle izmijenjenom obliku
ovdje.

Na raspolaganju Vam je robot £ija je namjena prikupljati odba£ene boce. Robot radi u ogra�enoj
prostoriji dimenzija 10× 10 oko koje se nalaze zidovi, kako je prikazano na slici A.7. Po£etna pozicija
robota je uvijek u gornjem lijevom uglu prostorije. Plavi kvadrati¢i ozna£avaju odba£ene boce koje
treba pokupiti.

A.8.1 Opis

Prostorija je podijeljena u ukupno 100 ¢elija. �elija moºe biti prazna ili se na njoj moºe nalaziti jedna
odba£ena boca. Po£etna pozicija robota je uvijek gornji lijevi ugao, tj. pozicija (0, 0). Robot ima
relativno ograni£eno vidno polje: vidi ²to se nalazi u ¢eliji na kojoj se upravo nalazi te ²to se nalazi
direktno na susjednim ¢elijama (sjeverna, juºna, isto£na i zapadna). Robot pri tome nije svjestan
apsolutnih koordinata ¢elije na kojoj se nalazi � on ne zna je li trenutno na poziciji (5, 7) ili (2, 4).
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Slika A.7: Svijet robota Robby.

Sve informacije koje su mu dostupne su relativne: ²to je na trenutnoj ¢eliji te ²to je sjeverno, juºno,
isto£no i zapadno od trenutne ¢elije.

Temeljem tih informacija, robotu stoji na raspolaganju sedam akcija koje moºe poduzeti u trenut-
nom koraku. Akcije su sljede¢e:

• ni²ta,

• sagni se i pokupi bocu s ¢elije na kojoj stoji²,

• pomakni se na susjednu sjevernu ¢eliju,

• pomakni se na susjednu juºnu ¢eliju,

• pomakni se na susjednu isto£nu ¢eliju,

• pomakni se na susjednu zapadnu ¢eliju te

• pomakni se u slu£ajno odabranom smjeru.

Uo£ite da dolaskom na ¢eliju koja sadrºi bocu robot tu bocu ne skuplja automatski. Bocu ¢e pokupiti
samo ako na toj ¢eliji pokrene odgovaraju¢u akciju, i to ¢e ga ko²tati jednog potro²enog koraka. Za
£i²¢enje £itave sobe robot smije napraviti najvi²e 200 akcija; pri tome nije vaºno gdje ¢e se na kraju
zate¢i. Tako�er, sklopovsko ostvarenje robota je vrlo primitivno tako da robot ni²ta ne moºe zapamtiti
(primjerice, da je prije dvije akcije bio na poziciji (x, y) na kojoj je bila i boca); jedina informacija koja
mu stoji na raspolaganju dok stoji na ¢eliji (i, j) je ono ²to s te ¢elije vidi i temeljem te informacije
treba donijeti odluku ²to dalje.

Va² je zadatak genetskim algoritmom razviti "mozak" robota: temeljem onoga ²to robot vidi treba
odlu£iti koju akciju treba poduzeti a sve u cilju razvijanja uspje²nog prikupljanja odba£enih boca. U
tom smislu mozak robota moºete modelirati kao jednu veliku preglednu tablicu koja za svaku mogu¢u
situaciju govori koju akciju treba poduzeti (primjerice, jedna mogu¢a situacija bi bila: "na lokaciji
na kojoj sam, juºno od mene, isto£no od mene i zapadno od mene nema boca, a sjeverno od mene
nalazi se boca", a povezana akcija tada bi bila: "pomakni se na sjevernu ¢eliju") S obzirom da robot
vidi samo trenutnu ¢eliju te susjedne ¢elije na istoku, zapadu, sjeveru i jugu, broj mogu¢ih situacije je
kona£an (i ne pretjerano veliki); sve situacije mogu¢e je pobrojati (naputak: ternarni brojevni sustav,
razmislite), i svaka situacija tada moºe jednozna£no odrediti lokaciju u preglednoj tablici s koje treba
pro£itati akciju koju robot treba izvesti. Zadatak optimizacijskog algoritma tada je prona¢i optimalni
sadrºaj pregledne tablice. Evo kako treba vrednovati akcije robota.

• Ako se robot sagne i pokupi bocu, dobiva 3 boda.
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• Ako se robot sagne da pokupi bocu na ¢eliji koja ne sadrºi bocu, kaºnjava ga se oduzimanjem 5
bodova.

• Ako se robot prilikom pomicanja s pozicije (x, y) zabije u zid, vra¢a ga se na poziciju (x, y) i
oduzima mu se 10 bodova.

Uzevi²i u obzir ograni£enje da robot moºe napraviti najvi²e 200 akcija, uporabom optimizacijskog
algoritma razvijte strategiju uz koju ¢e robot prikupiti maksimalnu koli£inu bodova.

A.8.2 Dodatni naputci

• Razmislite kako ¢ete uop¢e predstaviti "strategiju" koju robot koristi. Uz prikaz za koji se
odlu£ite de�nirajte kako djeluje kombiniranja a kako modi�ciranja rje²enja (ovisno o tome ²to
Va² algoritam radi).

• Da biste vrednovali kvalitetu strategije, stvorite 10 slu£ajnih razmje²taja boca po sobi; za svaki
razmje²taj pustite robota da po£isti sobu i pogledajte koliko je bodova prikupio u 200 dozvoljenih
koraka. Potom uzmite prosje£an broj bodova ostvarenih na tih 10 £i²¢enja.

• Ako koristite generacijske izvedbe optimizacijskih algoritama, za svaku generaciju generirajte no-
vih 10 slu£ajnih razmje²taja na kojima ¢ete vrednovati rje²enja. Neovisno o vrsti optimizacijskog
algoritma, pobrinite se da ne koristite vje£no 10 inicijalno stvorenih razmje²taja, jer ¢ete time
u£iti robota da se dobro pona²a ba² na tim 10 razmje²taja, ²to nije ideja.

Parametar problema koji se po£etno zadaje je postotak ¢elija koje sadrºe boce; primjerice, svijet
prikazan na slici generiran je uz p = 25% pa sadrºi to£no 25 boca (jer je broj mogu¢ih ¢elija jednak
100).

Programsko rje²enje treba sadrºavati i gra�£ko korisni£ko su£elje (GUI) koje ¢e omogu¢iti prikaz:

• kretanja dobrote najboljeg rje²enja kroz vrijeme (odnosno kroz generacije),

• kretanja dobrote prosje£nog rje²enja kroz vrijeme (odnosno kroz generacije),

• animirani prikaz postupka £i²¢enja za najbolje prona�eno rje²enje na kraju rada algoritma.

A.8.3 Prikladni algoritmi za rje²avanje problema

Ovaj zadatak moºete rje²avati bilo kojim od obra�enih algoritma. Me�utim, kako je zadatak izra-
ºeno kombinatori£ke prirode, moºda je dobro fokusirati se na algoritme koji su prirodni za rje²avanje
kombinatori£kih problema.

A.8.4 Problem pronalaska najve¢e klike

Neka je zadan neusmjereni graf G = (V,E) gdje je V skup vrhova a E skup bridova. Klika Q grafa
G je podskup vrhova V za koje vrijedi da su svaka dva vrha iz tog podskupa u grafu G susjedna (tj.
povezana bridom):

∀(i, j) ∈ Q×Q, (i, j) ∈ E

Najve¢a klika je klika maksimalne kardinalnosti.
U praksi, problem pronalaska najve¢e klike se pojavljuje na raznim mjestima, a najjednostavnije

ga je ilustrirati preko dru²tvenih mreºa poput Facebooka i LinkedIna; obje dru²tvene mreºe vode
evidenciju o korisnicima te poznanstvima/prijateljstvima (ili kako se ve¢ u kojoj mreºi zove relacija koja
se prati). Ovo se moºe prikazati kao graf kod kojeg su korisnici vrhovi a poznanstva/prijateljstva/itd.
bridovi; ako korisnik a poznaje korisnika b, postojat ¢e brid izme�u korisnika a i b. Da bismo dobili
neusmjereni graf, pretpostavimo da prijateljstvo nije jednosmjerno (tj. a i b ili jesu prijatelji, ili nisu;
nije mogu¢e da je a prijatelj od b a b nije prijatelj od a). Poºelimo li sada otkriti koji je najve¢i
skup korisnika u kojem je svatko poznanik/prijatelj sa svim drugima u tom skupu, imamo problem
pronalaska najve¢e klike.



206 DODATAK A. ZADATCI

Problem pronalaska maksimalne klike je NP-potpun problem ²to je 1972 u radu [Karp, 1972]
Richard Karp. problem je u znanstvenoj zajednici dosta interesantan te je do sada odrºano i nekoliko
natjecanja u izradi algoritama za rje²avanje ovog problema. Na stranici http://www.nlsde.buaa.edu.
cn/~kexu/benchmarks/graph-benchmarks.htm moºe se skinuti nekoliko razli£itih grafova za koje se
znaju maksimalne klike i koji se mogu koristiti kao ulaz za rje²avanje ovog problema.

A.8.5 Zadatak

Napi²ite program koji iz datoteke £ita de�niciju grafa i pronalazi maksimalnu kliku.

A.9 Problem kvadratne dodjele

Problem kvadratne dodjele (engl. Quadratic Assignment Problem) jo² je jedan iz porodice NP-
potpunih problema. Problem moºemo opisati na sljede¢i na£in.

Na raspolaganju je n lokacija koje ¢emo ozna£iti skupom L = {L1, . . . , Ln}. Udaljenosti izme�u
pojedinih lokacija de�nirane su kvadratnom matricom reda n gdje element matrice dij predstavlja
udaljenost izme�u lokacije i i lokacije j. Na tih n lokacija potrebno je rasporediti n tvornica, koje
¢emo ozna£iti skupom F = {F1, . . . , Fn}, pri £emu na jednu lokaciju moºemo staviti to£no jednu
tvornicu. Svaki mogu¢i razmje²taj tvornica po lokacijama tada je jedna permutacija niza (1, 2, . . . , n).
Ozna£imo s p jednu takvu permutaciju. Oznakom p(i) ozna£it ¢emo i-ti element te permutacije, i
on govori na koju je lokaciju (od njih n) smje²tena i-ta tvornica. Ovo je ilustrirano na slici A.8 gdje
je prikazana razdioba uz n = 5. Prikazanoj raspodjeli tvornica po lokacijama odgovara permutacija
p = (5, 3, 1, 4, 2); npr. p(5) = 2 ²to nam govori da je peta tvornica smje²tena na drugu lokaciju.

Slika A.8: Problem kvadratne dodjele.

Tvornice proizvode niz proizvoda od £ega se dio proizvoda direktno ²alje u drugu tvornicu kao
ulazna sirovina za daljnju proizvodnju. Koliko sirovine tvornice me�usobno razmjenjuju odre�eno je
matricom C, pri £emu element matrice cij predstavlja koli£inu proizvoda koju tvornica i ²alje tvornici
j.

Transport ovih sirovina predstavlja tro²ak za £itav proizvodni sustav. Stoga je u okviru problema
kvadratne dodjele potrebno prona¢i takvu dodjelu tvornica lokacijama (tj. permutaciju p iz skupa svih
permutacije Π) uz koju je ukupni tro²ak transporta minimalan:

min
p∈Π

n∑
i=1

n∑
j=1

cijdp(i)p(j).

Naime, tro²ak prijevoza je to ve¢i ²to se vi²e sirovine prevozi i ²to su lokacije me�usobno udaljenije.
Gledano za transport koli£ine proizvoda cij koji se prevozi od tvornice i do tvornice j koje su smje²tene
na lokacijama p(i) i p(j) i stoga udaljene dp(i)p(j), tro²ak prijevoza iznosi cijdp(i)p(j). Da bi se dobio
ukupni tro²ak, ovo se sumira po svim parovima tvornica. Uo£imo da, generalno govore¢i, promet ne
mora biti simetri£an: cij moºe biti razli£ito od cji.
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A.9.1 Zadatak

Na adresi http://www.seas.upenn.edu/qaplib/ dostupna je baza konkretnih primjeraka problema
kvadratne dodjele. Skinite podatke za zadatak Els19 koji opisuje prijevoz pacijenata izme�u bolnica
te zadatke Nug12 i Nug25. Napi²ite optimizacijski algoritam koji rje²ava te probleme.

Razmislite o prikazu rje²enja koji ¢ete koristiti kao i o na£inu kako ¢ete izvesti modi�ciranja i
kombiniranja rje²enja.
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Dodatak B

Implementacija evolucijskih algoritama u

programskom jeziku Java

U nastavku slijede primjeri implementacija opisanih algoritama u programskom jeziku Java. Kompletan
Eclipse projekt s algoritmima tako�er je dostupan na adresi: http://java.zemris.fer.hr/nastava/
ui/evoAlg.zip.

B.1 Genetski algoritam

Genetski algoritam smje²ten je u paket hr.fer.zemris.ga. Ostvaren je kroz tri razreda. Razred
GeneticAlgorithm £ini jezgru samog algoritma. Razred Kromosom predstavlja jedan kromosom. Raz-
red KromosomDekoder sadrºi funkcionalnost dekodiranja binarnog kromosoma u realne varijable.

Ispis B.1: Razred GeneticAlgorithm.
1 package hr . f e r . zemris . ga ;
2
3 import hr . f e r . zemris . numeric . IFunkc i ja ;
4
5 import java . u t i l . Arrays ;
6 import java . u t i l .Random ;
7
8 /∗∗
9 ∗ Primjer imp lementac i j e gene t skog a l gor i tma za op t im i z a c i j u f u n k c i j e jedne
10 ∗ v a r i j a b l e .
11 ∗
12 ∗ Program k o r i s t i b inarn i p r i k a z kromosoma .
13 ∗
14 ∗ @author marcupic
15 ∗/
16 public class GeneticAlgorithm {
17
18 /∗∗
19 ∗ Glavni program .
20 ∗
21 ∗ @param args argumenti komandne l i n i j e − ne k o r i s t e se .
22 ∗/
23 public stat ic void main ( St r ing [ ] a rgs ) {
24
25 // De f in i r an j e osnovnih parametara a l gor i tma
26 int VEL_POP = 50 ;
27 double VJER_KRIZ = 0 . 7 ;
28 double VJER_MUT = 0 . 0 0 5 ;
29
30 // Generator s l u £ a jn ih b ro j e va
31 Random rand = new Random ( ) ;
32
33 // Stvaran je dekodera binarnog kromosoma :

209
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34 // jedna v a r i j a b l a , 10 b i tova , raspon pre t ra º i van ja [−5 , 5 ]
35 KromosomDekoder dekoder = new KromosomDekoder (1 , 10 , −5, 5 ) ;
36
37 // Stvaran je d v i j u popu l a c i j a n−ta , i (n+1)−va
38 // Zbog op t im i za c i j e , k a sn i j e ¢emo samo mi j e n j a t i ta p o l j a
39 Kromosom [ ] popu l a c i j a = s t vo r iPopu l a c i j u (VEL_POP, dekoder , rand ) ;
40 Kromosom [ ] novaGenerac i ja = s tvo r iPopu l a c i j u (VEL_POP, dekoder , null ) ;
41
42 // De f in i r an j e f u n k c i j e ko ju optimiramo
43 IFunkc i ja f unk c i j a = new IFunkc i ja ( ) {
44 @Override
45 public double i z r a cuna j (double [ ] v a r i j a b l e ) {
46 int n = va r i j a b l e . l ength ;
47 double v r i j e dno s t = 10∗n ;
48 for ( int i = 0 ; i < n ; i++) {
49 v r i j e dno s t += va r i j a b l e [ i ]∗ v a r i j a b l e [ i ]
50 − 10∗Math . cos (2∗Math . PI∗ v a r i j a b l e [ i ] ) ;
51 }
52 return v r i j e dno s t ;
53 }
54 } ;
55
56 // Po£ etna e v a l u a c i j a p opu l a c i j e
57 eva l u i r a jPopu l a c i j u ( popu lac i j a , f unk c i j a ) ;
58
59 // Ponovi kroz 1000 gene rac i j a
60 for ( int g en e r a c i j a = 0 ; g en e r a c i j a < 1000 ; g en e r a c i j a++) {
61
62 // S o r t i r a j popu l a c i j u po dob ro t i ; n a j b o l j a j ed inka b i t ¢ e prva
63 Arrays . s o r t ( popu l a c i j a ) ;
64
65 // U novu popu l a c i j u p r e kop i r a j d v i j e n a j b o l j e ( e l i t i z am ! )
66 kop i r a j ( popu l a c i j a [ 0 ] , novaGenerac i ja [ 0 ] ) ;
67 kop i r a j ( popu l a c i j a [ 1 ] , novaGenerac i ja [ 1 ] ) ;
68
69 // S t v o r i p r e o s t a l e j e d i n k e nove g ene r a c i j e
70 for ( int i =1; i < VEL_POP/2 ; i++) {
71 Kromosom r o d i t e l j 1 = odabe r iRod i t e l j a ( popu lac i j a , rand ) ;
72 Kromosom r o d i t e l j 2 = odabe r iRod i t e l j a ( popu lac i j a , rand ) ;
73 Kromosom d i j e t e 1 = novaGenerac i ja [ 2∗ i ] ;
74 Kromosom d i j e t e 2 = novaGenerac i ja [ 2∗ i +1] ;
75 kr i za j1TockaPr i j e l oma (
76 VJER_KRIZ, r o d i t e l j 1 , r o d i t e l j 2 , d i j e t e 1 , d i j e t e 2 , rand ) ;
77 mut i ra j (VJER_MUT, d i j e t e 1 , rand ) ;
78 mut i ra j (VJER_MUT, d i j e t e 2 , rand ) ;
79 }
80
81 // Zamijeni s ta ru i novu popu l a c i j u
82 Kromosom [ ] pomocni = popu l a c i j a ;
83 popu l a c i j a = novaGenerac i ja ;
84 novaGenerac i ja = pomocni ;
85
86 // Vrednuj popu l a c i j u
87 eva l u i r a jPopu l a c i j u ( popu lac i j a , f unk c i j a ) ;
88
89 // prona� i n a j b o l j e r j e ² en je
90 Kromosom n a j b o l j i = null ;
91 for ( int i = 0 ; i < popu l a c i j a . l ength ; i++) {
92 i f ( i==0 | | n a j b o l j i . f i t n e s >popu l a c i j a [ i ] . f i t n e s ) {
93 n a j b o l j i = popu l a c i j a [ i ] ;
94 }
95 }
96 // I i s p i ² i ga . . .
97 System . out . p r i n t l n ("Trenutno rjesenje: f("

98 + Arrays . t oS t r i ng ( n a j b o l j i . v a r i j a b l e )
99 +") = "+funk c i j a . i z r a cuna j ( n a j b o l j i . v a r i j a b l e ) ) ;
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100 }
101 }
102
103 /∗∗
104 ∗ Pomo¢na f un k c i j a ko ja o b a v l j a kop i ran j e jednog kromosoma u drug i .
105 ∗ @param o r i g i n a l
106 ∗ @param kop i j a
107 ∗/
108 private stat ic void kop i r a j (Kromosom o r i g i n a l , Kromosom kop i j a ) {
109 for ( int i = 0 ; i < o r i g i n a l . b i t o v i . l ength ; i++) {
110 kop i j a . b i t o v i [ i ] = o r i g i n a l . b i t o v i [ i ] ;
111 }
112 }
113
114 /∗∗
115 ∗ Stvaran je nove popu l a c i j e .
116 ∗
117 ∗ @param b ro j J e d i n k i b r o j j e d i n k i k o j i t r e ba s t v o r i t i
118 ∗ @param dekoder k o j i se dekoder k o r i s t i
119 ∗ @param rand genera tor s l u £ a jn ih b ro j e va
120 ∗ @return novu popu l a c i j u
121 ∗/
122 public stat ic Kromosom [ ] s t v o r iPopu l a c i j u ( int bro jJed ink i , KromosomDekoder dekoder ,
123 Random rand ) {
124 Kromosom [ ] popu l a c i j a = new Kromosom [ b ro j J ed ink i ] ;
125 for ( int i = 0 ; i < popu l a c i j a . l ength ; i++) {
126 i f ( rand==null ) {
127 popu l a c i j a [ i ] = new Kromosom( dekoder ) ;
128 } else {
129 popu l a c i j a [ i ] = new Kromosom( dekoder , rand ) ;
130 }
131 }
132 return popu l a c i j a ;
133 }
134
135
136 /∗∗
137 ∗ Metoda vrednuje predanu popu l a c i j u .
138 ∗
139 ∗ @param popu l a c i j a popu l a c i j a
140 ∗ @param fun k c i j a f un k c i j a ko ja se opt imira
141 ∗/
142 private stat ic void e v a l u i r a jPopu l a c i j u (Kromosom [ ] popu lac i j a , IFunkc i ja f unk c i j a ) {
143 for ( int i = 0 ; i < popu l a c i j a . l ength ; i++) {
144 eva lu i r a j J ed inku ( popu l a c i j a [ i ] , f u nk c i j a ) ;
145 }
146 }
147
148 /∗∗
149 ∗ Metoda vrednuje predani kromosom .
150 ∗
151 ∗ @param kromosom kromosom
152 ∗ @param fun k c i j a f un k c i j a ko ja se opt imira
153 ∗/
154 private stat ic void eva lu i r a j J ed inku (Kromosom kromosom , IFunkc i ja f unk c i j a ) {
155 kromosom . dekoder . dekodirajKromosom (kromosom ) ;
156 kromosom . f i t n e s = funk c i j a . i z r a cuna j ( kromosom . v a r i j a b l e ) ;
157 }
158
159 /∗∗
160 ∗ Metoda za odab i r jednog r o d i t e l j a , gd j e j e v j e r o j a t n o s t odab ira
161 ∗ proporc iona lna dob ro t i .
162 ∗
163 ∗ @param popu l a c i j a popu l a c i j a i z ko j e se b i r a
164 ∗ @param rand genera tor s l u £ a jn ih b ro j e va
165 ∗ @return odabranog r o d i t e l j a
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166 ∗/
167 private stat ic Kromosom odabe r iRod i t e l j a (Kromosom [ ] popu lac i j a , Random rand ) {
168 double sumaDobrota = 0 ;
169 double na jvecaVr i j ednos t = 0 ;
170 for ( int i = 0 ; i < popu l a c i j a . l ength ; i++) {
171 sumaDobrota += popu l a c i j a [ i ] . f i t n e s ;
172 i f ( i==0 | | na jvecaVr i j ednost<popu l a c i j a [ i ] . f i t n e s ) {
173 na jvecaVr i j ednos t = popu l a c i j a [ i ] . f i t n e s ;
174 }
175 }
176 sumaDobrota = popu l a c i j a . l ength ∗ na jvecaVr i j ednos t − sumaDobrota ;
177 double s l u c a j n iB r o j = rand . nextDouble ( ) ∗ sumaDobrota ;
178 double akumuliranaSuma = 0 ;
179 for ( int i = 0 ; i < popu l a c i j a . l ength ; i++) {
180 akumuliranaSuma += najvecaVr i j ednos t − popu l a c i j a [ i ] . f i t n e s ;
181 i f ( s l u c a j n iB ro j <akumuliranaSuma ) return popu l a c i j a [ i ] ;
182 }
183 return popu l a c i j a [ popu l a c i j a . length −1] ;
184 }
185
186 /∗∗
187 ∗ Metoda o ba v l j a k r i º anje s jednom to £kom pr i j e l oma . Kri º anje se o b a v l j a s
188 ∗ zadanom v j e r o j a t no ² ¢u . Ako se ne dogodi k r i º anje , kao d jeca se vra ¢ aju
189 ∗ r o d i t e l j i .
190 ∗
191 ∗ @param v j e rKr i z v j e r o j a t n o s t k r i º anja ( dec ima ln i b r o j izme�u 0 i 1)
192 ∗ @param r o d i t e l j 1 p r v i r o d i t e l j
193 ∗ @param r o d i t e l j 2 drug i r o d i t e l j
194 ∗ @param d i j e t e 1 prvo d i j e t e
195 ∗ @param d i j e t e 2 drugo d i j e t e
196 ∗ @param rand genera tor s l u £ a jn ih b ro j e va
197 ∗/
198 private stat ic void kr i za j1TockaPr i j e loma (double vje rKr i z , Kromosom r od i t e l j 1 ,
199 Kromosom r od i t e l j 2 , Kromosom d i j e t e 1 , Kromosom d i j e t e 2 , Random rand ) {
200 i f ( rand . nextFloat ( ) <= v j e rKr i z ) {
201 int tockaPr i j e loma = rand . next Int ( r o d i t e l j 1 . dekoder . ukupnoBitova−1)+1;
202 for ( int i = 0 ; i < tockaPr i j e loma ; i++) {
203 d i j e t e 1 . b i t o v i [ i ] = r o d i t e l j 1 . b i t o v i [ i ] ;
204 d i j e t e 2 . b i t o v i [ i ] = r o d i t e l j 2 . b i t o v i [ i ] ;
205 }
206 for ( int i = tockaPr i j e loma ; i < r o d i t e l j 1 . dekoder . ukupnoBitova ; i++) {
207 d i j e t e 1 . b i t o v i [ i ] = r o d i t e l j 2 . b i t o v i [ i ] ;
208 d i j e t e 2 . b i t o v i [ i ] = r o d i t e l j 1 . b i t o v i [ i ] ;
209 }
210 } else {
211 for ( int i = 0 ; i < r o d i t e l j 1 . dekoder . ukupnoBitova ; i++) {
212 d i j e t e 1 . b i t o v i [ i ] = r o d i t e l j 1 . b i t o v i [ i ] ;
213 d i j e t e 2 . b i t o v i [ i ] = r o d i t e l j 2 . b i t o v i [ i ] ;
214 }
215 }
216 }
217
218 /∗∗
219 ∗ Operator mutac i je . B i t o v i se okre ¢u zadanom v j e r o j a t no ² ¢u .
220 ∗
221 ∗ @param vjerMut v j e r o j a t n o s t mutac i je b i t a ( b ro j od 0 do 1)
222 ∗ @param d i j e t e d i j e t e ko j e se mutira
223 ∗ @param rand genera tor s l u £ a jn ih b ro j e va
224 ∗/
225 private stat ic void mutira j (double vjerMut , Kromosom d i j e t e , Random rand ) {
226 for ( int i = 0 ; i < d i j e t e . dekoder . ukupnoBitova ; i++) {
227 i f ( rand . nextFloat ( ) <= vjerMut ) {
228 d i j e t e . b i t o v i [ i ] = (byte)(1− d i j e t e . b i t o v i [ i ] ) ;
229 }
230 }
231 }
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232
233 }

Ispis B.2: Razred Kromosom.
1 package hr . f e r . zemris . ga ;
2
3 import java . u t i l .Random ;
4
5 /∗∗
6 ∗ Binarni kromosom − jedno r j e ² en je gene t skog a l gor i tma . P r e t p o s t a v l j a
7 ∗ se da j e p o s r i j e d i r i j e ² avanje problema k o j i se s a s t o j i od v i ² e r e a l n i h
8 ∗ v a r i j a b l i ² to se r e f l e k t i r a u gra� i samog kromosoma .
9 ∗
10 ∗ Vaºno : ugra�ena f un k c i j a za usporedbu kromosoma p r e t p o s t a v l j a
11 ∗ da se rad i o minimizaci jskom problemu .
12 ∗
13 ∗ @author marcupic
14 ∗/
15 public class Kromosom implements Comparable<Kromosom> {
16 // B i t o v i kromosoma
17 byte [ ] b i t o v i ;
18 // Vr i j ednos t f u n k c i j e dobro te kromosoma ( zapravo , to j e v r i j e d n o s t
19 // f u n k c i j e u promatranoj to £ k i )
20 double f i t n e s ;
21 // Vr i j e dno s t i r e a l n i h v a r i j a b l i ko j e kromosom p r e d s t a v l j a
22 double [ ] v a r i j a b l e ;
23 // Dekoder k o j i zna k o n v e r t i r a t i b inarn i p r i k a z u rea lne v a r i j a b l e
24 KromosomDekoder dekoder ;
25
26 /∗∗
27 ∗ Konstruktor k o j i s t va ra novi kromosom a l i ga ne i n i c i j a l i z i r a .
28 ∗
29 ∗ @param dekoder dekoder kromosoma
30 ∗/
31 public Kromosom(KromosomDekoder dekoder ) {
32 this . dekoder = dekoder ;
33 this . b i t o v i = new byte [ dekoder . ukupnoBitova ] ;
34 this . f i t n e s = 0 ;
35 this . v a r i j a b l e = new double [ dekoder . b r o jVa r i j a b l i ] ;
36 }
37
38 /∗∗
39 ∗ Konstruktor k o j i s t va ra novi kromosom i i n i c i j a l i z i r a
40 ∗ ga na s l u £ a jn i uzorak b i t o v a .
41 ∗
42 ∗ @param dekoder dekoder kromosoma
43 ∗ @param rand genera tor s l u £ a jn ih b ro j e va
44 ∗/
45 public Kromosom(KromosomDekoder dekoder , Random rand ) {
46 this . dekoder = dekoder ;
47 this . b i t o v i = new byte [ dekoder . ukupnoBitova ] ;
48 this . f i t n e s = 0 ;
49 this . v a r i j a b l e = new double [ dekoder . b r o jVa r i j a b l i ] ;
50 for ( int i = 0 ; i < dekoder . ukupnoBitova ; i++) {
51 this . b i t o v i [ i ] = rand . nextBoolean ( ) ? (byte )1 : (byte ) 0 ;
52 }
53 }
54
55 /∗∗
56 ∗ Funkci ja za d e f i n i r a n j e pr irodnog pore tka kromosoma . Pre tpos tavka
57 ∗ j e da se rad i m in im i za c i j s k i problem pa j e manji ( b o l j i ) onaj kromosom
58 ∗ k o j i ima manju v r i j e d n o s t {@ l inkp l a in #f i t n e s } ko ja zapravo £uva v r i j e d n o s t
59 ∗ f u n k c i j e u promatranoj to £ k i .
60 ∗
61 ∗ @see java . lang . Comparable#compareTo( java . lang . Objec t )
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62 ∗/
63 @Override
64 public int compareTo (Kromosom o ) {
65 i f ( this . f i t n e s < o . f i t n e s ) {
66 return −1;
67 }
68 i f ( this . f i t n e s > o . f i t n e s ) {
69 return 1 ;
70 }
71 return 0 ;
72 }
73 }

Ispis B.3: Razred KromosomDekoder.
1 package hr . f e r . zemris . ga ;
2
3 /∗∗
4 ∗ Razred k o j i p r e d s t a v l j a dekoder binarnog kromosoma . Temeljem in fo rmac i j a
5 ∗ o minimalnim i maksimalnim vr i j ednos t ima v a r i j a b l i t e b ro ju v a r i j a b l i k onv e r t i r a
6 ∗ n i z b i t o v a kromosoma u v r i j e d n o s t i v a r i j a b l i .
7 ∗
8 ∗ @author marcupic
9 ∗/
10 public class KromosomDekoder {
11 // Donje gran ice v a r i j a b l i
12 double [ ] xMin ;
13 // Gornje gran ice v a r i j a b l i
14 double [ ] xMax ;
15 // Broj b i t o v a k o j i se t ro ² i na svaku v a r i j a b l u
16 int [ ] b i tova ;
17 // Koji j e najve ¢ i b inarn i b r o j p r i d i j e l j e n s vako j v a r i j a b l i
18 int [ ] na jv e c iB ina rn iBro j ;
19 // Kol iko ukupno b i t o v a ima kromosom
20 int ukupnoBitova ;
21 // Kol iko v a r i j a b l i p r e d s t a v l j a kromosom
22 int b r o jVa r i j a b l i ;
23
24 /∗∗
25 ∗ Konstruktor dekodera kromosoma .
26 ∗
27 ∗ @param b r o jV a r i j a b l i b r o j v a r i j a b l i
28 ∗ @param bro jB i t o vaPoVar i j a b l i b r o j b i t o v a k o j i ¢ e b i t i k o r i ² ten za svaku v a r i j a b l u
29 ∗ @param xMin donja granica ( p r e t po s t av ka j e da sve v a r i j a b l e imaju i s t u granicu )
30 ∗ @param xMax gornja granica ( p r e t po s t av ka j e da sve v a r i j a b l e imaju i s t u granicu )
31 ∗/
32 public KromosomDekoder ( int b r o jVa r i j a b l i , int bro jB i tovaPoVar i j ab l i ,
33 double xMin , double xMax) {
34 this . b r o jVa r i j a b l i = b r o jVa r i j a b l i ;
35 this . xMin = new double [ b r o jVa r i j a b l i ] ;
36 this . xMax = new double [ b r o jVa r i j a b l i ] ;
37 this . b i tova = new int [ b r o jVa r i j a b l i ] ;
38 this . na jv e c iB ina rn iBro j = new int [ b r o jVa r i j a b l i ] ;
39 for ( int i = 0 ; i < b r o jVa r i j a b l i ; i++) {
40 this . xMin [ i ] = xMin ;
41 this . xMax [ i ] = xMax ;
42 this . b i tova [ i ] = bro jB i tovaPoVar i j ab l i ;
43 this . na jv e c iB ina rn iBro j [ i ] = (1 << bro jB i tovaPoVar i j ab l i ) − 1 ;
44 }
45 this . ukupnoBitova = bro jB i tovaPoVar i j ab l i ∗ b r o jVa r i j a b l i ;
46 }
47
48 /∗∗
49 ∗ Funkci ja o b a v l j a dekod i ran j e predanog kromosoma . Temeljem b i t o v a u kromosomu
50 ∗ o ba v l j a i z r a £un s t v a rn i h v r i j e d n o s t i ko j e t i b i t o v i p r e d s t a v l j a j u , i u kromosomu
51 ∗ popunjava p o l j e {@ l inkp l a in Kromosom#v a r i j a b l e }.<br>
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52 ∗ Napomena : ova f un k c i j a ne poz i va automatsk i i i z r a £un dobro te kromosoma u
53 ∗ zadanoj to £ k i ; to t r e ba o b a v i t i naknadno .
54 ∗
55 ∗ @param k kromosom k o j i t r e ba d e k o d i r a t i
56 ∗/
57 public void dekodirajKromosom (Kromosom k) {
58 int indeksBi ta = 0 ;
59 for ( int b ro jVa r i j ab l e = 0 ; b r o jVa r i j ab l e < b r o jVa r i j a b l i ; b r o jVa r i j ab l e++) {
60 int prv iB i t = indeksBi ta ;
61 int zadn j iB i t = prv iB i t + bitova [ b r o jVa r i j ab l e ] − 1 ;
62 indeksBi ta += bitova [ b r o jVa r i j ab l e ] ;
63 int b inarn iBro j = 0 ;
64 for ( int i = prv iB i t ; i <= zadn j iB i t ; i++) {
65 b ina rn iBro j = b inarn iBro j ∗ 2 ;
66 i f ( k . b i t o v i [ i ]==1) {
67 b ina rn iBro j = b inarn iBro j + 1 ;
68 }
69 }
70 double v r i j e dn o s tVa r i j a b l e = (double ) b ina rn iBro j /
71 (double ) na jve c iB ina rn iBro j [ b r o jVa r i j ab l e ] ∗
72 (xMax [ b r o jVa r i j ab l e ]−xMin [ b r o jVa r i j ab l e ] ) + xMin [ b r o jVa r i j ab l e ] ;
73 k . v a r i j a b l e [ b r o jVa r i j ab l e ] = v r i j e dn o s tVa r i j a b l e ;
74 }
75 }
76 }
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B.2 Mravlji algoritmi

Algoritmi su smje²teni u paket hr.fer.zemris.aco.

Ispis B.4: Razred SimpleACO.
1 package hr . f e r . zemris . aco ;
2
3 import hr . f e r . zemris . g raph i c s . t sp . PrepareTSP ;
4 import hr . f e r . zemris . t sp . City ;
5 import hr . f e r . zemris . t sp . TSPUtil ;
6 import hr . f e r . zemris . t sp . TSPSolution ;
7 import hr . f e r . zemris . u t i l . ArraysUt i l ;
8
9 import java . i o . IOException ;
10 import java . u t i l . L i s t ;
11 import java . u t i l .Random ;
12
13 /∗∗
14 ∗ Jednos tavni mrav l j i a l gor i tam k o j i ne k o r i s t i
15 ∗ h e u r i s t i £ ku in formac i ju .
16 ∗
17 ∗ @author marcupic
18 ∗/
19 public class SimpleACO {
20
21 // Po l j e gradova
22 private City [ ] c i t i e s ;
23
24 // Generator s l u £ a jn ih b ro j e va
25 private Random rand ;
26
27 // Po l j e indeksa radova ( u v i j e k o b l i k a 0 , 1 , 2 , 3 , . . . ) .
28 private int [ ] i ndexes ;
29
30 // Feromonski t r a g o v i − s ime t r i £na matrica
31 private double [ ] [ ] t r a i l s ;
32
33 // Uda l j eno s t i izme�u gradova − s ime t r i £na matrica
34 private double [ ] [ ] d i s t an c e s ;
35
36 // Popu lac i j a mrava k o j i r j e ² avaju problem
37 private TSPSolution [ ] ants ;
38
39 // Pomo¢no p o l j e indeksa mravu dos tupnih gradova
40 private int [ ] r eachab l e ;
41
42 // Pomo¢no p o l j e v j e r o j a t n o s t i odab ira grada
43 private double [ ] p r o b a b i l i t i e s ;
44
45 // Konstanta i sparavan ja
46 private double ro ;
47
48 // Pomo¢no r j e ² en je ko j e pamti n a j b o l j u prona�enu turu − i kada .
49 private TSPSolution best ;
50 private boolean haveBest = fa l se ;
51
52 /∗∗
53 ∗ Konstruktor .
54 ∗
55 ∗ @param c i t i e s l i s t a gradova
56 ∗/
57 public SimpleACO( List<City> c i t i e s ) {
58 this . c i t i e s = new City [ c i t i e s . s i z e ( ) ] ;
59 c i t i e s . toArray ( this . c i t i e s ) ;
60 ro = 0 . 2 ;
61 rand = new Random ( ) ;
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62 indexes = new int [ this . c i t i e s . l ength ] ;
63 ArraysUt i l . l i n e a rF i l lA r r a y ( indexes ) ;
64 p r o b a b i l i t i e s = new double [ this . c i t i e s . l ength ] ;
65 reachab l e = new int [ this . c i t i e s . l ength ] ;
66 d i s t an c e s = new double [ this . c i t i e s . l ength ] [ this . c i t i e s . l ength ] ;
67 t r a i l s = new double [ this . c i t i e s . l ength ] [ this . c i t i e s . l ength ] ;
68 double i n i t T r a i l = 1 . 0 / 5000 . 0 ;
69 int m = 30 ;
70 for ( int i = 0 ; i < this . c i t i e s . l ength ; i++) {
71 City a = this . c i t i e s [ i ] ;
72 d i s t an c e s [ i ] [ i ] = 0 ;
73 t r a i l s [ i ] [ i ] = i n i t T r a i l ;
74 for ( int j = i +1; j < this . c i t i e s . l ength ; j++) {
75 City b = this . c i t i e s [ j ] ;
76 double d i s t = Math . s q r t ( ( a . x−b . x )∗ ( a . x−b . x)+(a . y−b . y )∗ ( a . y−b . y ) ) ;
77 d i s t an c e s [ i ] [ j ] = d i s t ;
78 d i s t an c e s [ j ] [ i ] = d i s t ;
79 t r a i l s [ i ] [ j ] = i n i t T r a i l ;
80 t r a i l s [ j ] [ i ] = i n i t T r a i l ;
81 }
82 }
83 ants = new TSPSolution [m] ;
84 for ( int i = 0 ; i < ants . l ength ; i++) {
85 ants [ i ] = new TSPSolution ( ) ;
86 ants [ i ] . c i t y Indexe s = new int [ this . c i t i e s . l ength ] ;
87 }
88 best = new TSPSolution ( ) ;
89 best . c i t y Indexe s = new int [ this . c i t i e s . l ength ] ;
90 }
91
92 /∗∗
93 ∗ Glavna metoda a l gor i tma .
94 ∗/
95 public void go ( ) {
96 int i t e r = 0 ;
97 int i t e rL im i t = 500 ;
98
99 // ponav l j a j d o z v o l j e n i b r o j puta
100 while ( i t e r < i t e rL im i t ) {
101 i t e r++;
102 // Za svakog mrava i z p opu l a c i j e
103 for ( int antIndex = 0 ; antIndex < ants . l ength ; antIndex++) {
104 // S kojim mravom radim?
105 TSPSolution ant = ants [ antIndex ] ;
106 doWalk ( ant ) ;
107 }
108 updateTra i l s ( ) ;
109 evapo ra t eTra i l s ( ) ;
110 checkBestSo lut ion ( ) ;
111 }
112 System . out . p r i n t l n ("Best length: "+best . tourLength ) ;
113 System . out . p r i n t l n ( best ) ;
114 PrepareTSP . v i s u a l i z e ( TSPUtil . r e o r d e rC i t i e s ( c i t i e s , bes t . c i t y Indexe s ) ) ;
115 }
116
117 /∗∗
118 ∗ Metoda ko ja o b a v l j a hod jednog mrava .
119 ∗
120 ∗ @param ant mrav
121 ∗/
122 private void doWalk ( TSPSolution ant ) {
123 // Svi su gradov i dos tupn i
124 System . arraycopy ( indexes , 0 , reachable , 0 , indexes . l ength ) ;
125 // Permutirajmo r e d o s l j e d gradova tako da krenemo i z s l u £ ajnog
126 ArraysUt i l . s hu f f l eAr ray ( reachable , rand ) ;
127 // Neka j e p r v i grad f i k s i r a n
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128 ant . c i t y Indexe s [ 0 ] = reachab l e [ 0 ] ;
129 // trebamo u t v r d i t i kamo i z drugoga pa na d a l j e :
130 for ( int s tep = 1 ; s tep < c i t i e s . length −1; s tep++) {
131 int prev iousCityIndex = ant . c i t y Indexe s [ step −1] ;
132 // Koji grad biram u koraku " s t ep "?
133 // Mogu i c i u sve gradove od s t ep do c i t i e s . l eng th−1
134 double probSum = 0 . 0 ;
135 for ( int candidate = step ; candidate < c i t i e s . l ength ; candidate++) {
136 int c i ty Index = reachab l e [ candidate ] ;
137 p r o b a b i l i t i e s [ c i ty Index ] = t r a i l s [ prev iousCityIndex ] [ c i ty Index ] ;
138 probSum += p r o b a b i l i t i e s [ c i ty Index ] ;
139 }
140 // Normal i zac i ja v j e r o j a t n o s t i :
141 for ( int candidate = step ; candidate < c i t i e s . l ength ; candidate++) {
142 int c i ty Index = reachab l e [ candidate ] ;
143 p r o b a b i l i t i e s [ c i ty Index ] = p r o b a b i l i t i e s [ c i ty Index ] / probSum ;
144 }
145 // Odluka kuda d a l j e ?
146 double number = rand . nextDouble ( ) ;
147 probSum = 0 . 0 ;
148 int s e l e c t edCand idate = −1;
149 for ( int candidate = step ; candidate < c i t i e s . l ength ; candidate++) {
150 int c i ty Index = reachab l e [ candidate ] ;
151 probSum += p r o b a b i l i t i e s [ c i ty Index ] ;
152 i f ( number <= probSum) {
153 se l e c tedCand idate = candidate ;
154 break ;
155 }
156 }
157 i f ( s e l e c t edCand idate==−1) {
158 se l e c t edCand idate = c i t i e s . length −1;
159 }
160 int tmp = reachab l e [ s tep ] ;
161 reachab l e [ s tep ] = reachab l e [ s e l e c t edCand idate ] ;
162 reachab l e [ s e l e c t edCand idate ] = tmp ;
163 ant . c i t y Indexe s [ s tep ] = reachab l e [ s tep ] ;
164 }
165 ant . c i t y Indexe s [ ant . c i t y Indexe s . length −1] = reachab l e [ ant . c i t y Indexe s . length −1] ;
166 TSPUtil . eva luate ( ant , d i s t an c e s ) ;
167 }
168
169 /∗∗
170 ∗ Metoda ko ja o b a v l j a a º u r i r an j e feromonskih t ragova
171 ∗/
172 private void updateTra i l s ( ) {
173 // Kol iko mravaca rad i a º u r i r an j e feromona?
174 int updates = ants . l ength ;
175 // Ako ze l im samo da n a j b o l j i rade update . . .
176 i f ( true ) {
177 updates = 5 ;
178 // i l i updates = ants . l e n g t h / 10;
179 TSPUtil . p a r t i a l S o r t ( ants , updates ) ;
180 }
181 // Azur iranje feromonskog t raga :
182 for ( int antIndex = 0 ; antIndex < updates ; antIndex++) {
183 // S kojim mravom radim?
184 TSPSolution ant = ants [ antIndex ] ;
185 double de l t a = 1 .0 / ant . tourLength ;
186 for ( int i = 0 ; i < ant . c i t y Indexe s . length −1; i++) {
187 int a = ant . c i t y Indexe s [ i ] ;
188 int b = ant . c i t y Indexe s [ i +1] ;
189 t r a i l s [ a ] [ b ] += de l t a ;
190 t r a i l s [ b ] [ a ] = t r a i l s [ a ] [ b ] ;
191 }
192 }
193 }
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194
195 /∗∗
196 ∗ Metoda ko ja o b a v l j a i s pa ravan j e feromonskih t ragova .
197 ∗/
198 private void evapo ra t eTra i l s ( ) {
199 // I sparavan je feromonskog t raga
200 for ( int i = 0 ; i < this . c i t i e s . l ength ; i++) {
201 for ( int j = i +1; j < this . c i t i e s . l ength ; j++) {
202 t r a i l s [ i ] [ j ] = t r a i l s [ i ] [ j ]∗(1− ro ) ;
203 t r a i l s [ j ] [ i ] = t r a i l s [ i ] [ j ] ;
204 }
205 }
206 }
207
208 /∗∗
209 ∗ Metoda prov j e rava j e l i prona�eno b o l j e r j e ² en je od
210 ∗ prethodno na j b o l j e g .
211 ∗/
212 private void checkBestSo lut ion ( ) {
213 // Nadi n a j b o l j u rutu
214 i f ( ! haveBest ) {
215 haveBest = true ;
216 TSPSolution ant = ants [ 0 ] ;
217 System . arraycopy (
218 ant . c i ty Indexes , 0 , bes t . c i ty Indexes , 0 , ant . c i t y Indexe s . l ength ) ;
219 best . tourLength = ant . tourLength ;
220 }
221 double currentBest = best . tourLength ;
222 int best Index = −1;
223 for ( int antIndex = 0 ; antIndex < ants . l ength ; antIndex++) {
224 TSPSolution ant = ants [ antIndex ] ;
225 i f ( ant . tourLength < currentBest ) {
226 currentBest = ant . tourLength ;
227 best Index = antIndex ;
228 }
229 }
230 i f ( best Index !=−1) {
231 TSPSolution ant = ants [ best Index ] ;
232 System . arraycopy (
233 ant . c i ty Indexes , 0 , bes t . c i ty Indexes , 0 , ant . c i t y Indexe s . l ength ) ;
234 best . tourLength = ant . tourLength ;
235 }
236 }
237
238 /∗∗
239 ∗ Ulazna to £ ka u program .
240 ∗
241 ∗ @param args argumenti komandne l i n i j e
242 ∗/
243 public stat ic void main ( St r ing [ ] a rgs ) throws IOException {
244 St r ing f i leName = args . length <1 ?
245 "data/gradovi01.txt"

246 : args [ 0 ] ;
247 List<City> c i t i e s = TSPUtil . l o a dC i t i e s ( f i leName ) ;
248 i f ( c i t i e s==null ) return ;
249 new SimpleACO( c i t i e s ) . go ( ) ;
250 }
251
252 }

Ispis B.5: Razred AntSystem.
1 package hr . f e r . zemris . aco ;
2
3 import hr . f e r . zemris . g raph i c s . t sp . PrepareTSP ;
4 import hr . f e r . zemris . t sp . City ;
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5 import hr . f e r . zemris . t sp . TSPUtil ;
6 import hr . f e r . zemris . t sp . TSPSolution ;
7 import hr . f e r . zemris . u t i l . ArraysUt i l ;
8
9 import java . i o . IOException ;
10 import java . u t i l . L i s t ;
11 import java . u t i l .Random ;
12
13 /∗∗
14 ∗ Razred model ira rad a l gor i tma AntSystem na problemu trgova £ kog
15 ∗ putn ika .
16 ∗
17 ∗ @author marcupic
18 ∗/
19 public class AntSystem {
20
21 // Po l j e gradova
22 private City [ ] c i t i e s ;
23
24 // Generator s l u £ a jn ih b ro j e va
25 private Random rand ;
26
27 // Po l j e indeksa radova ( u v i j e k o b l i k a 0 , 1 , 2 , 3 , . . . ) .
28 private int [ ] i ndexes ;
29
30 // Feromonski t r a g o v i − s ime t r i £na matrica
31 private double [ ] [ ] t r a i l s ;
32
33 // Uda l j eno s t i izme�u gradova − s ime t r i £na matrica
34 private double [ ] [ ] d i s t an c e s ;
35
36 // Heur i s t i £ ke v r i j e d n o s t i
37 private double [ ] [ ] h e u r i s t i c s ;
38
39 // Popu lac i j a mrava k o j i r j e ² avaju problem
40 private TSPSolution [ ] ants ;
41
42 // Pomo¢no p o l j e indeksa mravu dos tupnih gradova
43 private int [ ] r eachab l e ;
44
45 // Pomo¢no p o l j e v j e r o j a t n o s t i odab ira grada
46 private double [ ] p r o b a b i l i t i e s ;
47
48 // Konstanta i sparavan ja
49 private double ro ;
50
51 // Konstanta a l f a
52 private double alpha ;
53
54 // Konstanta be ta
55 private double beta ;
56
57 // Pomo¢no r j e ² en je ko j e pamti n a j b o l j u prona�enu turu − i kada .
58 private TSPSolution best ;
59 private boolean haveBest = fa l se ;
60
61 /∗∗
62 ∗ Konstruktor .
63 ∗
64 ∗ @param c i t i e s l i s t a gradova
65 ∗/
66 public AntSystem ( List<City> c i t i e s ) {
67 this . c i t i e s = new City [ c i t i e s . s i z e ( ) ] ;
68 c i t i e s . toArray ( this . c i t i e s ) ;
69 ro = 0 . 2 ;
70 rand = new Random ( ) ;
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71 indexes = new int [ this . c i t i e s . l ength ] ;
72 ArraysUt i l . l i n e a rF i l lA r r a y ( indexes ) ;
73 p r o b a b i l i t i e s = new double [ this . c i t i e s . l ength ] ;
74 reachab l e = new int [ this . c i t i e s . l ength ] ;
75 d i s t an c e s = new double [ this . c i t i e s . l ength ] [ this . c i t i e s . l ength ] ;
76 h e u r i s t i c s = new double [ this . c i t i e s . l ength ] [ this . c i t i e s . l ength ] ;
77 t r a i l s = new double [ this . c i t i e s . l ength ] [ this . c i t i e s . l ength ] ;
78 double i n i t T r a i l = 1 . 0 / 5000 . 0 ;
79 int m = 30 ;
80 alpha = 3 ;
81 beta = 2 ;
82 for ( int i = 0 ; i < this . c i t i e s . l ength ; i++) {
83 City a = this . c i t i e s [ i ] ;
84 d i s t an c e s [ i ] [ i ] = 0 ;
85 t r a i l s [ i ] [ i ] = i n i t T r a i l ;
86 for ( int j = i +1; j < this . c i t i e s . l ength ; j++) {
87 City b = this . c i t i e s [ j ] ;
88 double d i s t = Math . s q r t ( ( a . x−b . x )∗ ( a . x−b . x)+(a . y−b . y )∗ ( a . y−b . y ) ) ;
89 d i s t an c e s [ i ] [ j ] = d i s t ;
90 d i s t an c e s [ j ] [ i ] = d i s t ;
91 t r a i l s [ i ] [ j ] = i n i t T r a i l ;
92 t r a i l s [ j ] [ i ] = i n i t T r a i l ;
93 h e u r i s t i c s [ i ] [ j ] = Math . pow (1 . 0 / d i s t , beta ) ;
94 h e u r i s t i c s [ j ] [ i ] = h e u r i s t i c s [ i ] [ j ] ;
95 }
96 }
97 ants = new TSPSolution [m] ;
98 for ( int i = 0 ; i < ants . l ength ; i++) {
99 ants [ i ] = new TSPSolution ( ) ;
100 ants [ i ] . c i t y Indexe s = new int [ this . c i t i e s . l ength ] ;
101 }
102 best = new TSPSolution ( ) ;
103 best . c i t y Indexe s = new int [ this . c i t i e s . l ength ] ;
104 }
105
106 /∗∗
107 ∗ Glavna metoda a l gor i tma .
108 ∗/
109 public void go ( ) {
110 System . out . p r i n t l n ("Zapocinjem s populacijom:" ) ;
111 System . out . p r i n t l n ("=========================" ) ;
112 int i t e r = 0 ;
113 int i t e rL im i t = 500 ;
114
115 // ponav l j a j d o z v o l j e n i b r o j puta
116 while ( i t e r < i t e rL im i t ) {
117 i t e r++;
118 for ( int antIndex = 0 ; antIndex < ants . l ength ; antIndex++) {
119 // S kojim mravom radim?
120 TSPSolution ant = ants [ antIndex ] ;
121 doWalk ( ant ) ;
122 }
123 updateTra i l s ( ) ;
124 evapo ra t eTra i l s ( ) ;
125 checkBestSo lut ion ( ) ;
126 }
127 System . out . p r i n t l n ("Best length: "+best . tourLength ) ;
128 System . out . p r i n t l n ( best ) ;
129 PrepareTSP . v i s u a l i z e ( TSPUtil . r e o r d e rC i t i e s ( c i t i e s , bes t . c i t y Indexe s ) ) ;
130 }
131
132 /∗∗
133 ∗ Metoda ko ja o b a v l j a hod jednog mrava .
134 ∗
135 ∗ @param ant mrav
136 ∗/
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137 private void doWalk ( TSPSolution ant ) {
138 // Svi su gradov i dos tupn i
139 System . arraycopy ( indexes , 0 , reachable , 0 , indexes . l ength ) ;
140 // Permutirajmo r e d o s l j e d gradova tako da krenemo i z s l u £ ajnog
141 ArraysUt i l . s hu f f l eAr ray ( reachable , rand ) ;
142 // Neka j e p r v i grad f i k s i r a n
143 ant . c i t y Indexe s [ 0 ] = reachab l e [ 0 ] ;
144 // trebamo u t v r d i t i kamo i z drugoga pa na d a l j e :
145 for ( int s tep = 1 ; s tep < c i t i e s . length −1; s tep++) {
146 int prev iousCityIndex = ant . c i t y Indexe s [ step −1] ;
147 // Koji grad biram u koraku " s t ep "?
148 // Mogu i c i u sve gradove od s t ep do c i t i e s . l eng th−1
149 double probSum = 0 . 0 ;
150 for ( int candidate = step ; candidate < c i t i e s . l ength ; candidate++) {
151 int c i ty Index = reachab l e [ candidate ] ;
152 p r o b a b i l i t i e s [ c i ty Index ] =
153 Math . pow( t r a i l s [ prev iousCityIndex ] [ c i ty Index ] , alpha ) ∗
154 h e u r i s t i c s [ prev iousCityIndex ] [ c i ty Index ] ;
155 probSum += p r o b a b i l i t i e s [ c i ty Index ] ;
156 }
157 // Normal i zac i ja v j e r o j a t n o s t i :
158 for ( int candidate = step ; candidate < c i t i e s . l ength ; candidate++) {
159 int c i ty Index = reachab l e [ candidate ] ;
160 p r o b a b i l i t i e s [ c i ty Index ] = p r o b a b i l i t i e s [ c i ty Index ] / probSum ;
161 }
162 // Odluka kuda d a l j e ?
163 double number = rand . nextDouble ( ) ;
164 probSum = 0 . 0 ;
165 int s e l e c t edCand idate = −1;
166 for ( int candidate = step ; candidate < c i t i e s . l ength ; candidate++) {
167 int c i ty Index = reachab l e [ candidate ] ;
168 probSum += p r o b a b i l i t i e s [ c i ty Index ] ;
169 i f ( number <= probSum) {
170 se l e c tedCand idate = candidate ;
171 break ;
172 }
173 }
174 i f ( s e l e c t edCand idate==−1) {
175 se l e c t edCand idate = c i t i e s . length −1;
176 }
177 int tmp = reachab l e [ s tep ] ;
178 reachab l e [ s tep ] = reachab l e [ s e l e c t edCand idate ] ;
179 reachab l e [ s e l e c t edCand idate ] = tmp ;
180 ant . c i t y Indexe s [ s tep ] = reachab l e [ s tep ] ;
181 }
182 ant . c i t y Indexe s [ ant . c i t y Indexe s . length −1] = reachab l e [ ant . c i t y Indexe s . length −1] ;
183 TSPUtil . eva luate ( ant , d i s t an c e s ) ;
184 }
185
186 /∗∗
187 ∗ Metoda ko ja o b a v l j a a º u r i r an j e feromonskih t ragova
188 ∗/
189 private void updateTra i l s ( ) {
190 // Kol iko mrava rad i a º u r i r an j e ?
191 int updates = ants . l ength ;
192 // Ako ze l im samo da n a j b o l j i rade a º u r i r an j e . . .
193 i f ( fa l se ) {
194 updates = 5 ;
195 // i l i updates = ants . l e n g t h / 10;
196 TSPUtil . p a r t i a l S o r t ( ants , updates ) ;
197 }
198 // Azur iranje feromonskog t raga :
199 for ( int antIndex = 0 ; antIndex < updates ; antIndex++) {
200 // S kojim mravom radim?
201 TSPSolution ant = ants [ antIndex ] ;
202 double de l t a = 1 .0 / ant . tourLength ;



B.2. MRAVLJI ALGORITMI 223

203 for ( int i = 0 ; i < ant . c i t y Indexe s . length −1; i++) {
204 int a = ant . c i t y Indexe s [ i ] ;
205 int b = ant . c i t y Indexe s [ i +1] ;
206 t r a i l s [ a ] [ b ] += de l t a ;
207 t r a i l s [ b ] [ a ] = t r a i l s [ a ] [ b ] ;
208 }
209 }
210 }
211
212 /∗∗
213 ∗ Metoda ko ja o b a v l j a i s pa ravan j e feromonskih t ragova .
214 ∗/
215 private void evapo ra t eTra i l s ( ) {
216 // I sparavan je feromonskog t raga
217 for ( int i = 0 ; i < this . c i t i e s . l ength ; i++) {
218 for ( int j = i +1; j < this . c i t i e s . l ength ; j++) {
219 t r a i l s [ i ] [ j ] = t r a i l s [ i ] [ j ]∗(1− ro ) ;
220 t r a i l s [ j ] [ i ] = t r a i l s [ i ] [ j ] ;
221 }
222 }
223 }
224
225 /∗∗
226 ∗ Metoda prov j e rava j e l i prona�eno b o l j e r j e ² en je od
227 ∗ prethodno na j b o l j e g .
228 ∗/
229 private void checkBestSo lut ion ( ) {
230 // Nadi n a j b o l j u rutu
231 i f ( ! haveBest ) {
232 haveBest = true ;
233 TSPSolution ant = ants [ 0 ] ;
234 System . arraycopy (
235 ant . c i ty Indexes , 0 , bes t . c i ty Indexes , 0 , ant . c i t y Indexe s . l ength ) ;
236 best . tourLength = ant . tourLength ;
237 }
238 double currentBest = best . tourLength ;
239 int best Index = −1;
240 for ( int antIndex = 0 ; antIndex < ants . l ength ; antIndex++) {
241 TSPSolution ant = ants [ antIndex ] ;
242 i f ( ant . tourLength < currentBest ) {
243 currentBest = ant . tourLength ;
244 best Index = antIndex ;
245 }
246 }
247 i f ( best Index !=−1) {
248 TSPSolution ant = ants [ best Index ] ;
249 System . arraycopy (
250 ant . c i ty Indexes , 0 , bes t . c i ty Indexes , 0 , ant . c i t y Indexe s . l ength ) ;
251 best . tourLength = ant . tourLength ;
252 }
253 }
254
255
256 /∗∗
257 ∗ Ulazna to £ ka u program .
258 ∗
259 ∗ @param args argumenti komandne l i n i j e
260 ∗/
261 public stat ic void main ( St r ing [ ] a rgs ) throws IOException {
262 St r ing f i leName = args . length <1 ?
263 "data/gradovi01.txt"

264 : args [ 0 ] ;
265 List<City> c i t i e s = TSPUtil . l o a dC i t i e s ( f i leName ) ;
266 i f ( c i t i e s==null ) return ;
267 new AntSystem ( c i t i e s ) . go ( ) ;
268 }
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269
270 }
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B.3 Algoritam roja £estica

Algoritam roja £estica sastoji se od nekoliko razreda smje²tenih u paket hr.fer.zemris.pso. Razred
ParticleSwarmOptimization je jezgra algoritma. Razred Particle predstavlja jednu £esticu (rje²e-
nje). Su£elje Neighborhood opisuje pojam susjedstva, a implementirana su dva: globalno susjedstvo u
razredu GlobalNeighborhood te lokalno susjedstvo u razredu LocalNeighborhood.

Ispis B.6: Razred ParticleSwarmOptimization.
1 package hr . f e r . zemris . pso ;
2
3 import hr . f e r . zemris . numeric . IFunkc i ja ;
4
5 import java . t ex t . DecimalFormat ;
6 import java . u t i l .Random ;
7
8 /∗∗
9 ∗ Primjer uporabe a l gor i tma ro ja £ e s t i c a za op t im i z a c i j u .
10 ∗
11 ∗ @author marcupic
12 ∗/
13 public class Part ic leSwarmOptimizat ion {
14
15 // Funkci ja ko ju optimiramo
16 private IFunkc i ja f unk c i j a ;
17
18 // Mimimumi v a r i j a b l i u pros toru pre t ra º i van ja
19 private double [ ] varMin ;
20
21 // Maksimumi v a r i j a b l i u pros toru pre t ra º i van ja
22 private double [ ] varMax ;
23
24 // Maksimalna promjene v a r i j a b l e odjednom , za svaku dimenz i ju
25 private double [ ] velBounds ;
26
27 // Postotak raspona pros tora pre t ra º i van ja k o j i se k o r i s t i za
28 // i z r a £un ograni £ enja pomaka u jednom koraku
29 double velBoundsPercentage ;
30
31 // Globa ln i b ro ja £ i t e r a c i j a
32 private int i t e r a c i j a ;
33
34 // Teº ina koju kor is imo na po£ e tku
35 private double l inWeightStar t ;
36
37 // Teº ina koju kor is imo na kra ju smanj ivanja
38 private double l inWeightEnd ;
39
40 // I t e r a c i j a u k o j o j t e º ina pada na k ra jn ju i d a l j e se ne mijenja
41 private int l inWeightTreshold ;
42
43 // Broj £ e s t i c a s kojima radimo
44 int VEL_POP;
45
46 // Generator s l u £ a jn ih b ro j e va
47 Random rand ;
48
49 // Broj d imenz i ja f u n k c i j e
50 int dims ;
51
52 // Konstanta c1
53 double c1 ;
54
55 // Konstanta c2
56 double c2 ;
57
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58 // �e s t i c e
59 Pa r t i c l e [ ] p a r t i c l e s ;
60
61 // Sus j ed s t vo
62 Neighborhood neighborhood ;
63
64 // Pomo¢ u format iranu bro j e va
65 DecimalFormat df = new DecimalFormat ("0.00000" ) ;
66
67 /∗∗
68 ∗ Glavni program .
69 ∗
70 ∗ @param args argumenti komandne l i n i j e − ne k o r i s t e se .
71 ∗/
72 public stat ic void main ( St r ing [ ] a rgs ) throws Exception {
73 f ina l Part ic leSwarmOptimizat ion t = new Part ic leSwarmOptimizat ion ( ) ;
74 t . go ( ) ;
75 }
76
77 /∗∗
78 ∗ Konstruktor .
79 ∗/
80 public Part ic leSwarmOptimizat ion ( ) {
81
82 // De f in i r an j e parametara a l gor i tma
83 VEL_POP = 20 ;
84 dims = 2 ;
85 c1 = 2 ;
86 c2 = 2 . 5 ;
87
88 i t e r a c i j a = 0 ;
89 l inWeightStar t = 0 . 9 ;
90 linWeightEnd = 0 . 4 ;
91 l inWeightTreshold = 50 ;
92
93 // De f in i r an j e minimalnih i maksimalnih v r i j e d n o s t i po dimenzijama ,
94 // t e d e f i n i r a n j e maksimalne promjene v a r i j a b l e u jednom koraku .
95 varMin = new double [ dims ] ;
96 varMax = new double [ dims ] ;
97 velBounds = new double [ dims ] ;
98 velBoundsPercentage = 0 . 0 5 ; // d o z v o l i pomak od 5% raspona
99 for ( int d = 0 ; d < dims ; d++) {
100 varMin [ d ] = −5;
101 varMax [ d ] = 5 ;
102 velBounds [ d ] = (varMax [ d]−varMin [ d ] ) ∗ velBoundsPercentage ;
103 }
104
105 // De f in i r an j e f u n k c i j e ko ju optimiramo .
106 f unk c i j a = new IFunkc i ja ( ) {
107 @Override
108 public double i z r a cuna j (double [ ] v a r i j a b l e ) {
109 int n = va r i j a b l e . l ength ;
110 double v r i j e dno s t = 10∗n ;
111 for ( int i = 0 ; i < n ; i++) {
112 v r i j e dno s t += va r i j a b l e [ i ]∗ v a r i j a b l e [ i ]
113 − 10∗Math . cos (2∗Math . PI∗ v a r i j a b l e [ i ] ) ;
114 }
115 return v r i j e dno s t ;
116 }
117 } ;
118
119 // Generator s l u £ a jn ih b ro j e va .
120 rand = new Random ( ) ;
121
122 // I n i c i j a l i z a c i j a
123 p a r t i c l e s = new Pa r t i c l e [VEL_POP] ;
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124 for ( int i = 0 ; i < VEL_POP; i++) {
125 p a r t i c l e s [ i ] = new Pa r t i c l e ( dims ) ;
126 for ( int d = 0 ; d < dims ; d++) {
127 p a r t i c l e s [ i ] . vars [ d ] = rand . nextDouble ( )∗ ( varMax [ d]−varMin [ d])+varMin [ d ] ;
128 p a r t i c l e s [ i ] . o ldVars [ d ] = p a r t i c l e s [ i ] . vars [ d ] ;
129 p a r t i c l e s [ i ] . bestVars [ d ] = p a r t i c l e s [ i ] . vars [ d ] ;
130 p a r t i c l e s [ i ] . v e l o c i t y [ d ] = rand . nextDouble ( ) ∗
131 (2∗ velBounds [ d])− velBounds [ d ] ;
132 }
133 p a r t i c l e s [ i ] . bestValue = funk c i j a . i z r a cuna j ( p a r t i c l e s [ i ] . vars ) ;
134 }
135
136 // De f in i r an j e s u s j e d s t v a ko j e kor i s t imo − l o k a l no v e l i £ ine 5
137 neighborhood = new LocalNeighborhood (VEL_POP, dims , 5 , true ) ;
138
139 // Za odab i r g l o ba l no g s u s j e d s t v a moº e se i s k o r i s t i t i s l j e d e ¢ e :
140 // neighborhood = new GlobalNeighborhood (VEL_POP, dims , t rue ) ;
141
142 // I s p i ² i i n i c i j a l n u s t a t i s t i k u .
143 upda t e S t a t i s t i c s ( ) ;
144 }
145
146 /∗∗
147 ∗ Glavna metoda op t im i z a c i j s k o g a l gor i tma .
148 ∗/
149 public void go ( ) {
150 // Ponav l j a j zadani b ro j puta
151 for ( int i t e r = 0 ; i t e r < 100 ; i t e r++) {
152 n ex t I t e r a t i o n ( ) ;
153 }
154 }
155
156 /∗∗
157 ∗ Jedna i t e r a c i j a a l gor i tma PSO.
158 ∗/
159 protected void nex t I t e r a t i o n ( ) {
160 i t e r a c i j a++;
161
162 // Koju t e º inu kor i s t imo ? Teº ina l inearno pada s i t e rac i j ama do
163 // neke male zadane , i d a l j e o s t a j e konstantna .
164 double w;
165 i f ( i t e r a c i j a >l inWeightTreshold ) {
166 w = linWeightEnd ;
167 } else {
168 w = l inWeightStar t + ( linWeightEnd−l inWeightStar t ) ∗
169 ( i t e r a c i j a −1.0)/ l inWeightTreshold ;
170 }
171
172 // Aº urirajmo " znanje " s u s j e d s t v a
173 neighborhood . scan ( p a r t i c l e s ) ;
174
175 // Aº u r i r a j p o z i c i j e i b r z i n e svake £ e s t i c e
176 for ( int i = 0 ; i < p a r t i c l e s . l ength ; i++) {
177 double [ ] s o c i a lB e s t = neighborhood . f indBes t ( i ) ;
178 for ( int d = 0 ; d < dims ; d++) {
179 p a r t i c l e s [ i ] . o ldVars [ d ] = p a r t i c l e s [ i ] . vars [ d ] ;
180 p a r t i c l e s [ i ] . v e l o c i t y [ d ] =
181 w ∗ p a r t i c l e s [ i ] . v e l o c i t y [ d ]
182 + c1∗ rand . nextDouble ( )∗ ( p a r t i c l e s [ i ] . bestVars [ d]− p a r t i c l e s [ i ] . vars [ d ] )
183 + c2∗ rand . nextDouble ( )∗ ( s o c i a lB e s t [ d]− p a r t i c l e s [ i ] . vars [ d ] )
184 ;
185 i f ( p a r t i c l e s [ i ] . v e l o c i t y [ d ] < −velBounds [ d ] ) {
186 p a r t i c l e s [ i ] . v e l o c i t y [ d ] = −velBounds [ d ] ;
187 } else i f ( p a r t i c l e s [ i ] . v e l o c i t y [ d ] > velBounds [ d ] ) {
188 p a r t i c l e s [ i ] . v e l o c i t y [ d ] = velBounds [ d ] ;
189 }
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190 p a r t i c l e s [ i ] . vars [ d ] = p a r t i c l e s [ i ] . vars [ d ] + p a r t i c l e s [ i ] . v e l o c i t y [ d ] ;
191 }
192 }
193
194 // I z ra £ unaj v r i j e d n o s t f u n k c i j e u novim poz ic i jama s v i h £ e s t i c a ,
195 // i po po t r e b i a º u r i r a j n a j b o l j e r j e ² en je £ e s t i c e
196 for ( int i = 0 ; i < p a r t i c l e s . l ength ; i++) {
197 p a r t i c l e s [ i ] . va lue = funk c i j a . i z r a cuna j ( p a r t i c l e s [ i ] . vars ) ;
198 i f ( p a r t i c l e s [ i ] . va lue < p a r t i c l e s [ i ] . bestValue ) {
199 p a r t i c l e s [ i ] . bestValue = p a r t i c l e s [ i ] . va lue ;
200 for ( int d = 0 ; d < dims ; d++) {
201 p a r t i c l e s [ i ] . bestVars [ d ] = p a r t i c l e s [ i ] . vars [ d ] ;
202 }
203 }
204 }
205
206 // I s p i ² i s t a t i s t i k u na ekran
207 upda t e S t a t i s t i c s ( ) ;
208 }
209
210 /∗∗
211 ∗ Pomo¢na metode ko ja na ekran i s p i s u j e s t a t i s t i £ ke podatke o popu l a c i j i ,
212 ∗ t e n a j b o l j e prona�eno r j e ² en je .
213 ∗/
214 private void upda t e S t a t i s t i c s ( ) {
215 int bes t index = 0 ;
216 double bestValue = p a r t i c l e s [ bes t index ] . bestValue ;
217 double sum = bestValue ;
218 for ( int i = 1 ; i < p a r t i c l e s . l ength ; i++) {
219 i f ( p a r t i c l e s [ i ] . bestValue<bestValue ) {
220 bestValue = p a r t i c l e s [ i ] . bestValue ;
221 bes t index = i ;
222 }
223 sum += p a r t i c l e s [ i ] . bestValue ;
224 }
225 St r i ngBu i l d e r sb = new St r i ngBu i l d e r ( ) ;
226 sb . append ("Iter: " ) ;
227 sb . append ( i t e r a c i j a ) ;
228 sb . append (", Average: " ) ;
229 sb . append ( df . format (sum/ p a r t i c l e s . l ength ) ) ;
230 sb . append (", (" ) ;
231 for ( int d = 0 ; d < dims ; d++) {
232 i f (d>0) {
233 sb . append (", " ) ;
234 }
235 sb . append ( df . format ( p a r t i c l e s [ bes t index ] . bestVars [ d ] ) ) ;
236 }
237 sb . append (")=" ) ;
238 sb . append ( df . format ( bestValue ) ) ;
239 System . out . p r i n t l n ( sb . t oS t r i ng ( ) ) ;
240 }
241
242 }

Ispis B.7: Razred Particle.
1 package hr . f e r . zemris . pso ;
2
3 /∗∗
4 ∗ �e s t i c a a l gor i tma PSO.
5 ∗
6 ∗ @author marcupic
7 ∗/
8 public class Pa r t i c l e {
9
10 // Na j bo l j e r j e ² en je
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11 double [ ] bestVars ;
12 // Dobrota n a j b o l j e g r j e ² enja
13 double bestValue ;
14 // Prethodno r j e ² en je
15 double [ ] o ldVars ;
16 // Trenutno r j e ² en je
17 double [ ] vars ;
18 // Vektor b r z i n e
19 double [ ] v e l o c i t y ;
20 // Vr i j ednos t f u n k c i j e u trenutnom r j e ² enju
21 double value ;
22
23 /∗∗
24 ∗ Konstruktor £ e s t i c e . Prima b ro j d imenz i ja .
25 ∗
26 ∗ @param dimensions b ro j d imenz i ja pros tora
27 ∗/
28 public Pa r t i c l e ( int dimensions ) {
29 vars = new double [ d imensions ] ;
30 oldVars = new double [ d imensions ] ;
31 v e l o c i t y = new double [ d imensions ] ;
32 bestVars = new double [ d imensions ] ;
33 }
34 }

Ispis B.8: Su£elje Neighborhood.
1 package hr . f e r . zemris . pso ;
2
3 /∗∗
4 ∗ Su£ e l j e ko j e ap s t r ah i r a pojam su s j e d s t v a .
5 ∗ Raz l i £ i t e imp lementac i j e ponudi t ¢ e konkretne
6 ∗ d e f i n i c i j e s u s j e d s t v a .
7 ∗
8 ∗ @author marcupic
9 ∗
10 ∗/
11 public interface Neighborhood {
12
13 /∗∗
14 ∗ Metoda ko ja se mora po z va t i nad populaci jom
15 ∗ kako b i se napun i l i podaci o r j e ² enjima i z
16 ∗ s u s j e d s t v a . Ovo mora b i t i naprav l j eno p r i j e
17 ∗ uporabe f u n k c i j e {@ l inkp l a in #f indBes t ( i n t )}
18 ∗ i svakako p r i j e b i l o kakv ih izmjena u £ est icama .
19 ∗
20 ∗ @param p a r t i c l e s popu l a c i j a £ e s t i c a
21 ∗/
22 void scan ( Pa r t i c l e [ ] p a r t i c l e s ) ;
23
24 /∗∗
25 ∗ Metoda ko ja za £ e s t i c u odre�enu indeksom vra ¢a
26 ∗ p o z i c i j u n a j b o l j e g r j e ² enja prona�enog u njezinom
27 ∗ s u s j e d s t v u .
28 ∗
29 ∗ @param for Index indeks £ e s t i c e
30 ∗ @return n a j b o l j e r j e ² en je u s u s j e d s t v u t e £ e s t i c e
31 ∗/
32 double [ ] f i ndBes t ( int f o r Index ) ;
33 }

Ispis B.9: Razred GlobalNeighborhood.
1 package hr . f e r . zemris . pso ;
2
3 /∗∗
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4 ∗ Razred implementira pojam g l o ba l nog s u s j e d s t v a . Kod ove
5 ∗ v r s t e su s j e d s t va , svaka £ e s t i c a s v j e sna j e n a j b o l j e g r j e ² enja
6 ∗ ko j e j e prona ² l a c j e l okupna popu l a c i j a .
7 ∗
8 ∗ @author marcupic
9 ∗/
10 public class GlobalNeighborhood implements Neighborhood {
11
12 // Broj £ e s t i c a
13 int par t i c l e sCount ;
14
15 // Dimezija pros tora
16 int dims ;
17
18 // Na j bo l j e g l o ba l no r j e ² en je
19 double [ ] bes t ;
20
21 // Radi l i se minimizac i ja ( t rue ) i l i maks imizac i ja ( f a l s e )
22 boolean minimize ;
23
24 /∗∗
25 ∗ Konstruktor s u s j e d s t a v a .
26 ∗
27 ∗ @param par t i c l e sCoun t b ro j £ e s t i c a
28 ∗ @param dims dimenz i ja
29 ∗ @param minimize t rue ako se rad i minimizaci ja , f a l s e ina £ e
30 ∗/
31 public GlobalNeighborhood ( int part i c l e sCount , int dims , boolean minimize ) {
32 this . pa r t i c l e sCount = par t i c l e sCount ;
33 this . dims = dims ;
34 this . minimize = minimize ;
35 best = new double [ dims ] ;
36 }
37
38 /∗∗
39 ∗ Prona laz i g l o ba l no n a j b o l j e r j e ² en je p opu l a c i j e .
40 ∗
41 ∗ @see hr . f e r . zemris . pso . Neighborhood#scan ( hr . f e r . zemris . pso . Pa r t i c l e [ ] )
42 ∗/
43 @Override
44 public void scan ( Pa r t i c l e [ ] p a r t i c l e s ) {
45 int bes t index = 0 ;
46 double bestValue = p a r t i c l e s [ bes t index ] . bestValue ;
47 for ( int i = 1 ; i < p a r t i c l e s . l ength ; i++) {
48 i f ( ( minimize && p a r t i c l e s [ i ] . bestValue<bestValue ) | |
49 ( ! minimize && p a r t i c l e s [ i ] . bestValue>bestValue ) ) {
50 bestValue = p a r t i c l e s [ i ] . bestValue ;
51 bes t index = i ;
52 }
53 }
54 for ( int d = 0 ; d < dims ; d++) {
55 best [ d ] = p a r t i c l e s [ bes t index ] . bestVars [ d ] ;
56 }
57 }
58
59 /∗∗
60 ∗ Vra¢a n a j b o l j e r j e ² en je za zadanu £ e s t i c u .
61 ∗ @see hr . f e r . zemris . pso . Neighborhood#f indBes t ( i n t )
62 ∗/
63 @Override
64 public double [ ] f i ndBes t ( int f o r Index ) {
65 return best ;
66 }
67 }

Ispis B.10: Razred LocalNeighborhood.
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1 package hr . f e r . zemris . pso ;
2
3 /∗∗
4 ∗ Razred implementira pojam lo ka l nog s u s j e d s t v a odre�ene ² i r i n e .
5 ∗
6 ∗ @author marcupic
7 ∗/
8 public class LocalNeighborhood implements Neighborhood {
9
10 // Broj £ e s t i c a
11 int par t i c l e sCount ;
12
13 // Dimezija pros tora
14 int dims ;
15
16 // Ve l i £ ina s u s j e d s t v a
17 int nSize ;
18
19 // Na jbo l j a r j e ² en je za s u s j e d s t v o svake £ e s t i c e
20 double [ ] [ ] bes t ;
21
22 // Radi l i se minimizac i ja ( t rue ) i l i maks imizac i ja ( f a l s e )
23 boolean minimize ;
24
25 /∗∗
26 ∗ Konstruktor .
27 ∗
28 ∗ @param par t i c l e sCoun t b ro j £ e s t i c a
29 ∗ @param dims b ro j d imenz i ja
30 ∗ @param nSize v e l i £ ina s u s j e d s t v a
31 ∗ @param minimize t rue ako se rad i minimizaci ja , f a l s e ina £ e
32 ∗/
33 public LocalNeighborhood ( int part i c l e sCount , int dims , int nSize ,
34 boolean minimize ) {
35 this . pa r t i c l e sCount = par t i c l e sCount ;
36 this . dims = dims ;
37 this . minimize = minimize ;
38 this . nS ize = nSize ;
39 best = new double [ pa r t i c l e sCount ] [ dims ] ;
40 }
41
42 /∗∗
43 ∗ Prona laz i n a j b o l j a r j e ² enja s u s j e d s t v a za sve j e d in k e .
44 ∗
45 ∗ @see hr . f e r . zemris . pso . Neighborhood#scan ( hr . f e r . zemris . pso . Pa r t i c l e [ ] )
46 ∗/
47 @Override
48 public void scan ( Pa r t i c l e [ ] p a r t i c l e s ) {
49 for ( int index = 0 ; index < p a r t i c l e s . l ength ; index++) {
50 int startFrom = index − nSize /2 ;
51 int endAt = index + nSize /2 ;
52 i f ( startFrom < 0) startFrom = 0 ;
53 i f ( endAt >= p a r t i c l e s . l ength ) endAt = p a r t i c l e s . length −1;
54
55 int bes t index = startFrom ;
56 double bestValue = p a r t i c l e s [ bes t index ] . bestValue ;
57 for ( int i = startFrom+1; i <= endAt ; i++) {
58 i f ( ( minimize && p a r t i c l e s [ i ] . bestValue<bestValue ) | |
59 ( ! minimize && p a r t i c l e s [ i ] . bestValue>bestValue ) ) {
60 bestValue = p a r t i c l e s [ i ] . bestValue ;
61 bes t index = i ;
62 }
63 }
64 for ( int d = 0 ; d < dims ; d++) {
65 best [ index ] [ d ] = p a r t i c l e s [ bes t index ] . bestVars [ d ] ;
66 }



232 DODATAK B. IMPLEMENTACIJE U JAVI

67 }
68 }
69
70 /∗∗
71 ∗ Vra¢a n a j b o l j e r j e ² en je za zadanu £ e s t i c u .
72 ∗ @see hr . f e r . zemris . pso . Neighborhood#f indBes t ( i n t )
73 ∗/
74 @Override
75 public double [ ] f i ndBes t ( int index ) {
76 return best [ index ] ;
77 }
78 }
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B.4 Algoritmi umjetnog imunolo²kog sustava

Ovi algoritmi smje²teni su u paket hr.fer.zemris.ais. Napravljene su dvije implementacije. Raz-
red SimpleIA sadrºi implementaciju jednostavnog imunolo²kog algoritma dok razred ClonAlg sadrºi
implementaciju istoimenog algoritma.

Ispis B.11: Razred SimpleIA.
1 package hr . f e r . zemris . a i s ;
2
3 import hr . f e r . zemris . g raph i c s . t sp . PrepareTSP ;
4 import hr . f e r . zemris . t sp . City ;
5 import hr . f e r . zemris . t sp . TSPSolution ;
6 import hr . f e r . zemris . t sp . TSPSolutionPool ;
7 import hr . f e r . zemris . t sp . TSPUtil ;
8
9 import java . i o . IOException ;
10 import java . u t i l . L i s t ;
11 import java . u t i l .Random ;
12
13 /∗∗
14 ∗ Razred p r i k a z u j e implementac i ju a l gor i tma SimpleIA ( jednos tavan
15 ∗ imunolo ² k i a l gor i tam ) na problemu trgova £ kog putn ika .
16 ∗
17 ∗ @author marcupic
18 ∗/
19 public class SimpleIA {
20
21 // Po l j e gradova
22 private City [ ] c i t i e s ;
23
24 // v e l i £ ina popu l a c i j e ( b r o j a n t i t i j e l a )
25 private int paramD ;
26
27 // b ro j k lonova svakog r j e ² enja ( a n t i t i j e l a )
28 private int paramDup ;
29
30 // pr i ru £na memorija s r j e ² enjima
31 private TSPSolutionPool pool ;
32
33 // Popu lac i j a r j e ² enja
34 private TSPSolution [ ] populat ion ;
35
36 // Popu lac i j a k lonova
37 private TSPSolution [ ] c lonedPopulat ion ;
38
39 // Unija o b i j u popu l a c i j a
40 private TSPSolution [ ] unionPopulat ion ;
41
42 // Generator s l u £ a jn ih b ro j e va
43 private Random rand ;
44
45 /∗∗
46 ∗ Konstruktor .
47 ∗
48 ∗ @param c i t i e s l i s t a gradova
49 ∗/
50 public SimpleIA ( List<City> c i t i e s ) {
51 this . c i t i e s = new City [ c i t i e s . s i z e ( ) ] ;
52 c i t i e s . toArray ( this . c i t i e s ) ;
53 paramD = 50 ;
54 paramDup = 30 ;
55 this . pool = new TSPSolutionPool ( this . c i t i e s . l ength ) ;
56 rand = new Random ( ) ;
57 populat ion = new TSPSolution [ paramD ] ;
58 c lonedPopulat ion = new TSPSolution [ paramD∗paramDup ] ;
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59 unionPopulat ion = new TSPSolution [ paramD∗paramDup + paramD ] ;
60 i n i t i a l i z e ( ) ;
61 TSPUtil . eva luate ( populat ion , this . c i t i e s ) ;
62 }
63
64 /∗∗
65 ∗ I n i c i j a l i z a c i j a r j e ² enja ( a n t i t i j e l a ) .
66 ∗/
67 private void i n i t i a l i z e ( ) {
68 for ( int i = 0 ; i < paramD ; i++) {
69 TSPSolution s = pool . get ( ) ;
70 populat ion [ i ] = s ;
71 TSPUtil . r andomIn i t i a l i z e So l u t i on ( s , rand ) ;
72 }
73 }
74
75 /∗∗
76 ∗ Glavna p e t l j a o p t im i z a c i j s k o g a l gor i tma .
77 ∗/
78 public void go ( ) {
79
80 // Pos tav i parametre
81 int i t e r = 0 ;
82 int i t e rL im i t = 2000 ;
83
84 // Ponav l j a j zadani b ro j puta
85 while ( i t e r < i t e rL im i t ) {
86 i t e r++;
87 c l on ing ( ) ;
88 hyperMutation ( ) ;
89 TSPUtil . eva luate ( c lonedPopulat ion , c i t i e s ) ;
90 s e l e c t ( ) ;
91 }
92 // Na j bo l j e r j e ² en je j e prvo zbog s o r t i r a n j a !
93 System . out . p r i n t l n ("Best length: "+populat ion [ 0 ] . tourLength ) ;
94 System . out . p r i n t l n ( populat ion [ 0 ] ) ;
95 PrepareTSP . v i s u a l i z e ( TSPUtil . r e o r d e rC i t i e s ( c i t i e s , populat ion [ 0 ] . c i t y Indexe s ) ) ;
96 }
97
98 /∗∗
99 ∗ Operator k l on i r an j a . Za svaku j ed inku i z g lavne popu l a c i j e s t va ra
100 ∗ zadani b r o j k lonova i time gener i ra popu l a c i j u k lonova .
101 ∗/
102 private void c l on ing ( ) {
103 int index = 0 ;
104 for ( int i = 0 ; i < populat ion . l ength ; i++) {
105 TSPSolution s = populat ion [ i ] ;
106 for ( int j = 0 ; j < paramDup ; j++) {
107 TSPSolution c = pool . get ( ) ;
108 System . arraycopy (
109 s . c i ty Indexes , 0 , c . c i ty Indexes , 0 , s . c i t y Indexe s . l ength ) ;
110 c lonedPopulat ion [ index ] = c ;
111 index++;
112 }
113 }
114 }
115
116 /∗∗
117 ∗ Operator h ipe rmutac i j e . Svaku j ed inku i z p opu l a c i j e k lonova mutira
118 ∗ tako da zami jen i r e d o s l j e d dva s l u £ ajno odabrana grada .
119 ∗/
120 private void hyperMutation ( ) {
121 for ( int index = 0 ; index < clonedPopulat ion . l ength ; index++) {
122 TSPSolution c = clonedPopulat ion [ index ] ;
123 int a = rand . next Int ( c . c i t y Indexe s . l ength ) ;
124 int b = rand . next Int ( c . c i t y Indexe s . l ength ) ;
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125 i f ( a==b) {
126 i f (b==c . c i t y Indexe s . length −1) {
127 b−−;
128 } else {
129 b++;
130 }
131 }
132 int tmp = c . c i t y Indexe s [ a ] ;
133 c . c i t y Indexe s [ a ] = c . c i t y Indexe s [ b ] ;
134 c . c i t y Indexe s [ b ] = tmp ;
135 }
136 }
137
138 /∗∗
139 ∗ Operator s e l e k c i j e . U uni ju dodaje i zvornu popu l a c i j u i k lonove ,
140 ∗ t r a º i n a j b o l j a r j e ² enja za novu popu l a c i j u a o s t a l o otpu ² ta u
141 ∗ pr i ru £nu memoriju .
142 ∗/
143 private void s e l e c t ( ) {
144 int index = 0 ;
145 for ( int i = 0 ; i < populat ion . l ength ; i++) {
146 unionPopulat ion [ index++] = populat ion [ i ] ;
147 }
148 for ( int i = 0 ; i < c lonedPopulat ion . l ength ; i++) {
149 unionPopulat ion [ index++] = clonedPopulat ion [ i ] ;
150 }
151 TSPUtil . p a r t i a l S o r t ( unionPopulation , populat ion . l ength ) ;
152 for ( int i = 0 ; i < populat ion . l ength ; i++) {
153 populat ion [ i ] = unionPopulat ion [ i ] ;
154 }
155 for ( int i = populat ion . l ength ; i < unionPopulat ion . l ength ; i++) {
156 pool . r e l e a s e ( unionPopulat ion [ i ] ) ;
157 }
158 }
159
160 /∗∗
161 ∗ Ulazna to £ ka u program .
162 ∗
163 ∗ @param args argumenti komandne l i n i j e
164 ∗/
165 public stat ic void main ( St r ing [ ] a rgs ) throws IOException {
166 St r ing f i leName = args . length <1 ?
167 "data/gradovi03.txt"

168 : args [ 0 ] ;
169 List<City> c i t i e s = TSPUtil . l o a dC i t i e s ( f i leName ) ;
170 i f ( c i t i e s==null ) return ;
171 new SimpleIA ( c i t i e s ) . go ( ) ;
172 }
173 }

Ispis B.12: Razred ClonAlg.
1 package hr . f e r . zemris . a i s ;
2
3 import hr . f e r . zemris . g raph i c s . t sp . PrepareTSP ;
4 import hr . f e r . zemris . t sp . City ;
5 import hr . f e r . zemris . t sp . TSPSolution ;
6 import hr . f e r . zemris . t sp . TSPSolutionPool ;
7 import hr . f e r . zemris . t sp . TSPUtil ;
8
9 import java . i o . IOException ;
10 import java . u t i l . Arrays ;
11 import java . u t i l . L i s t ;
12 import java . u t i l .Random ;
13
14 /∗∗



236 DODATAK B. IMPLEMENTACIJE U JAVI

15 ∗ Razred p r i k a z u j e implementac i ju a l gor i tma ClonAlg
16 ∗ na problemu trgova £ kog putn ika .
17 ∗
18 ∗ @author marcupic
19 ∗/
20 public class ClonAlg {
21
22 // Po l j e gradova
23 private City [ ] c i t i e s ;
24
25 // Parametar k o j i odre� u je v e l i £ inu popu l a c i j e k lonova
26 private int paramBeta ;
27
28 // b ro j novih r j e ² enja ( a n t i t i j e l a ) ko j e ¢emo dodava t i
29 private int paramD ;
30
31 // Broj r j e ² enja u p o p u l a c i j i ( b r o j a n t i t i j e l a )
32 private int paramN ;
33
34 // pr i ru £na memorija s r j e ² enjima
35 private TSPSolutionPool pool ;
36
37 // Popu lac i j a r j e ² enja
38 private TSPSolution [ ] populat ion ;
39
40 // Popu lac i j a k lonova
41 private TSPSolution [ ] c lonedPopulat ion ;
42
43 // Generator s l u £ a jn ih b ro j e va
44 private Random rand ;
45
46 // Ve l i £ ina popu l a c i j e k lonova
47 private int c lonedPopu la t i onS i ze ;
48
49 // Rangovi u p o p u l a c i j i k lonova
50 private int [ ] c lonedPopulationRanks ;
51
52 /∗∗
53 ∗ Konstruktor .
54 ∗
55 ∗ @param c i t i e s l i s t a gradova
56 ∗/
57 public ClonAlg ( Lis t<City> c i t i e s ) {
58 this . c i t i e s = new City [ c i t i e s . s i z e ( ) ] ;
59 c i t i e s . toArray ( this . c i t i e s ) ;
60 paramN = 100 ;
61 paramD = 10 ;
62 paramBeta = 10 ;
63 this . pool = new TSPSolutionPool ( this . c i t i e s . l ength ) ;
64 rand = new Random ( ) ;
65 populat ion = new TSPSolution [ paramN ] ;
66 c lonedPopu la t i onS i ze = 0 ;
67 for ( int i = 1 ; i <= paramN ; i++) {
68 c lonedPopu la t i onS i ze += ( int ) ( ( paramBeta∗paramN)/ ( (double ) i )+0 . 5 ) ;
69 }
70 c lonedPopulat ion = new TSPSolution [ c l onedPopu la t i onS i ze ] ;
71 clonedPopulationRanks = new int [ c l onedPopu la t i onS i ze ] ;
72 i n i t i a l i z e ( ) ;
73 }
74
75 /∗∗
76 ∗ I n i c i j a l i z a c i j a r j e ² enja ( a n t i t i j e l a ) .
77 ∗/
78 private void i n i t i a l i z e ( ) {
79 for ( int i = 0 ; i < paramN ; i++) {
80 TSPSolution s = pool . get ( ) ;
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81 populat ion [ i ] = s ;
82 TSPUtil . r andomIn i t i a l i z e So l u t i on ( s , rand ) ;
83 }
84 }
85
86 /∗∗
87 ∗ Glavna p e t l j a o p t im i z a c i j s k o g a l gor i tma .
88 ∗/
89 public void go ( ) {
90
91 // Pos tav i parametre
92 int i t e r = 0 ;
93 int i t e rL im i t = 2000 ;
94
95 // Ponav l j a j zadani b ro j puta
96 while ( i t e r < i t e rL im i t ) {
97 i t e r++;
98 TSPUtil . eva luate ( populat ion , c i t i e s ) ;
99 c l on ing ( ) ;
100 hyperMutation ( ) ;
101 TSPUtil . eva luate ( c lonedPopulat ion , c i t i e s ) ;
102 s e l e c t ( ) ;
103 birthAndReplace ( ) ;
104 }
105 // Na j bo l j e r j e ² en je j e prvo zbog s o r t i r a n j a !
106 System . out . p r i n t l n ("Best length: "+populat ion [ 0 ] . tourLength ) ;
107 System . out . p r i n t l n ( populat ion [ 0 ] ) ;
108 PrepareTSP . v i s u a l i z e ( TSPUtil . r e o r d e rC i t i e s ( c i t i e s , populat ion [ 0 ] . c i t y Indexe s ) ) ;
109 }
110
111 /∗∗
112 ∗ Operator k l on i r an j a k o j i b r o j k lonova ko j e ¢ e s t v o r i t i u t v r � u je proporc iona lno
113 ∗ dob ro t i samog r j e ² enja i time gener i ra popu l a c i j u k lonova .
114 ∗/
115 private void c l on ing ( ) {
116 Arrays . s o r t ( populat ion , TSPUtil . solComparator ) ;
117 int index = 0 ;
118 for ( int i = 1 ; i <= populat ion . l ength ; i++) {
119 TSPSolution s = populat ion [ i −1] ;
120 int cop i e s = ( int ) ( ( paramBeta∗paramN)/ ( (double ) i )+0 . 5 ) ;
121 for ( int j = 0 ; j < cop i e s ; j++) {
122 TSPSolution c = pool . get ( ) ;
123 System . arraycopy (
124 s . c i ty Indexes , 0 , c . c i ty Indexes , 0 , s . c i t y Indexe s . l ength ) ;
125 c lonedPopulat ion [ index ] = c ;
126 clonedPopulationRanks [ index ] = i ;
127 index++;
128 }
129 }
130 }
131
132 /∗∗
133 ∗ Operator h ipe rmutac i j e k o j i b r o j mutaci ja u j e d i n i k i ima obrnuto proporc iona lan
134 ∗ dob ro t i j e d i n k e . � to j e j ed inka bo l j a , to ¢ e se manje mu t i r a t i . Sama mutaci ja
135 ∗ provod i se tako da se zami jen i r e d o s l j e d dva s l u £ ajno odabrana grada .
136 ∗/
137 private void hyperMutation ( ) {
138 // Kada dodem na zadnju jed inku , ze l im o b a v i t i 1+c . c i t y I nd e x e s . l e n g t h /4 mutaci ja
139 double tau = 3.476 ∗ ( populat ion . length −1);
140 // Idem od 1 kako b ih n a j b o l j e r j e s en j e , i to njegovu prvu kop i ju , o s t a v i o
141 // netaknuto
142 for ( int index = 1 ; index < clonedPopulat ion . l ength ; index++) {
143 TSPSolution c = clonedPopulat ion [ index ] ;
144 int rank = clonedPopulationRanks [ index ]−1;
145 int mutations = ( int )(1+c . c i t y Indexe s . l ength ∗0 .25∗
146 (1−Math . exp(−rank/ tau ) )+0 . 5 ) ;
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147 for ( int attempt = 0 ; attempt < mutations ; attempt++) {
148 int a = rand . next Int ( c . c i t y Indexe s . l ength ) ;
149 int b = rand . next Int ( c . c i t y Indexe s . l ength ) ;
150 i f ( a==b) {
151 i f (b==c . c i t y Indexe s . length −1) {
152 b−−;
153 } else {
154 b++;
155 }
156 }
157 int tmp = c . c i t y Indexe s [ a ] ;
158 c . c i t y Indexe s [ a ] = c . c i t y Indexe s [ b ] ;
159 c . c i t y Indexe s [ b ] = tmp ;
160 }
161 }
162 }
163
164 /∗∗
165 ∗ Operator s e l e k c i j e . Radi nad populac i jom klonova i i z n je odab i re
166 ∗ na j b o l j a r j e ² enja za novu popu l a c i j u . Preos ta l a n e i s k o r i ² tena r j e ² enja
167 ∗ vra ¢ aju se pr i ru £ noj memoriji .
168 ∗/
169 private void s e l e c t ( ) {
170 Arrays . s o r t ( c lonedPopulat ion , TSPUtil . solComparator ) ;
171 for ( int i = 0 ; i < populat ion . l ength ; i++) {
172 pool . r e l e a s e ( populat ion [ i ] ) ;
173 populat ion [ i ] = c lonedPopulat ion [ i ] ;
174 }
175 for ( int i = populat ion . l ength ; i < c lonedPopulat ion . l ength ; i++) {
176 pool . r e l e a s e ( c lonedPopulat ion [ i ] ) ;
177 }
178 }
179
180 /∗∗
181 ∗ Operator ra�anja − D na jgor i h r j e ² enja nanovo s l u £ ajno gener i ra .
182 ∗/
183 private void birthAndReplace ( ) {
184 int o f f s e t = populat ion . length−paramD ;
185 for ( int i =0; i < paramD ; i++) {
186 TSPUtil . r andomIn i t i a l i z e So l u t i on ( populat ion [ o f f s e t+i ] , rand ) ;
187 }
188 }
189
190
191 /∗∗
192 ∗ Ulazna to £ ka u program .
193 ∗
194 ∗ @param args argumenti komandne l i n i j e
195 ∗/
196 public stat ic void main ( St r ing [ ] a rgs ) throws IOException {
197 St r ing f i leName = args . length <1 ?
198 "data/gradovi01.txt"

199 : args [ 0 ] ;
200 List<City> c i t i e s = TSPUtil . l o a dC i t i e s ( f i leName ) ;
201 i f ( c i t i e s==null ) return ;
202 new ClonAlg ( c i t i e s ) . go ( ) ;
203 }
204 }
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B.5 Pomo¢ni razredi

Svi opisani algoritmi u manjoj ili ve¢oj mjeri oslanjaju se na pomo¢ne metode smje²tene u nekoliko
razreda koji su dani u nastavku.

Ispis B.13: Su£elje IFunkcija.
1 package hr . f e r . zemris . numeric ;
2
3 /∗∗
4 ∗ Su£ e l j e ko j e op i s u j e f un k c i j u ko ja se
5 ∗ opt imira .
6 ∗
7 ∗ @author marcupic
8 ∗/
9 public interface IFunkc i ja {
10
11 /∗∗
12 ∗ Metoda na teme l ju v a r i j a b l i ra £una v r i j e d n o s t
13 ∗ f u n k c i j e .
14 ∗
15 ∗ @param v a r i j a b l e v a r i j a b l e
16 ∗ @return v r i j e d n o s t f u n k c i j e
17 ∗/
18 public double i z r a cuna j (double [ ] v a r i j a b l e ) ;
19 }

Ispis B.14: Razred City.
1 package hr . f e r . zemris . t sp ;
2
3 /∗∗
4 ∗ Razred p r e d s t a v l j a jedan grad . Grad j e odre�en svoj im imenom te
5 ∗ koordinatama X i Y.<br>
6 ∗ <i>Vaºno:</ i> Var i j a b l e {@ l inkp l a in #x } , {@ l inkp l a in #y}
7 ∗ i { @ l inkp l a in #name} su javne kako b i se omogu¢ io minimalni
8 ∗ "overhead" pr i l i kom i z vo � enja e v o l u c i j s k i h a l gor i tama . Ovo ima
9 ∗ kao ru ºnu p o s l j e d i c u da se neopreznim programiranjem v r i j e d n o s t i
10 ∗ mogu m i j e n j a t i od b i l o kuda , ² to moº e d o v e s t i do pogre ² nog rada
11 ∗ programa !
12 ∗
13 ∗ @author marcupic
14 ∗/
15 public class City {
16 // Koordinata X
17 public int x ;
18 // Koordinata Y
19 public int y ;
20 // Naziv grada
21 public St r ing name ;
22
23 /∗∗
24 ∗ Konstruktor . Ime se p o s t a v l j a na nu l l .
25 ∗ @param x x koord ina ta
26 ∗ @param y y koord ina ta
27 ∗/
28 public City ( int x , int y ) {
29 this (null , x , y ) ;
30 }
31
32 /∗∗
33 ∗ Konstruktor .
34 ∗ @param name ime grada
35 ∗ @param x x koord ina ta
36 ∗ @param y y koord ina ta
37 ∗/
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38 public City ( S t r ing name , int x , int y ) {
39 super ( ) ;
40 this . name = name ;
41 this . x = x ;
42 this . y = y ;
43 }
44
45 @Override
46 public St r ing toS t r i ng ( ) {
47 i f (name!=null ) {
48 return name+" ("+x+","+y+")" ;
49 } else {
50 return "City at ("+x+","+y+")" ;
51 }
52 }
53 }

Ispis B.15: Razred TSPSolution.
1 package hr . f e r . zemris . t sp ;
2
3 import java . u t i l . Arrays ;
4
5 /∗∗
6 ∗ Razred k o j i p r e d s t a v l j a jedno r j e ² en je problema TSP.
7 ∗ Razred automatsk i nudi mogu¢ no s t i <i>pool </i>−anja
8 ∗ pomo¢u razreda {@ l inkp l a in TSPSolutionPool }.<br>
9 ∗ <i>Vaºno:</ i> Var i j a b l e {@ l inkp l a in #c i t y I nd e x e s } ,
10 ∗ {@ l inkp l a in #tourLength } i {@ l inkp l a in #next } su javne kako b i
11 ∗ se omogu¢ io minimalni " overhead" pr i l i k om i z vo � enja e v o l u c i j s k i h
12 ∗ a lgor i tama . Ovo ima kao ru ºnu p o s l j e d i c u da se neopreznim
13 ∗ programiranjem v r i j e d n o s t i mogu m i j e n j a t i od b i l o kuda , ² to moº e
14 ∗ do v e s t i do pogre ² nog rada programa !
15 ∗
16 ∗ @author marcupic
17 ∗/
18 public class TSPSolution {
19 // Indek s i kojima t r e ba ob i ¢ i gradove
20 public int [ ] c i t y Indexe s ;
21 // Ukupna du l j i n a ture
22 public double tourLength ;
23 // S l j e d e ¢ e r j e ² en je ; k o r i s t i se uz razred TSPSolutionPool
24 public TSPSolution next ;
25
26 /∗∗
27 ∗ Konstruktor .
28 ∗/
29 public TSPSolution ( ) {
30 }
31
32 /∗∗
33 ∗ Konstruktor .
34 ∗/
35 public TSPSolution ( TSPSolution next ) {
36 this . next = next ;
37 }
38
39 @Override
40 public St r ing toS t r i ng ( ) {
41 return Arrays . t oS t r i ng ( c i t y Indexe s )+", len="+tourLength ;
42 }
43 }

Ispis B.16: Razred TSPSolutionPool.
1 package hr . f e r . zemris . t sp ;
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2
3 /∗∗
4 ∗ Pomo¢ ni razred k o j i s l u º i za i z n a jm l j i v a n j e r j e ² enja .
5 ∗ Uporaba ovog razreda preporu £a se u s l u £ aju kada a l gor i tam
6 ∗ u p e t l j i privremeno s t va ra v e l i k u k o l i £ inu novih r j e ² en je
7 ∗ i potom ih odbacuje . Neprestana uporaba memorijskog a l o ka t o ra
8 ∗ u takvom b i s l u £ aju b i l a i z u z e tno nee f i ka sna .
9 ∗ Umjesto toga , ova j razred o b j e k t e i z n a jm l j u j e i s t va ra ih
10 ∗ po po t r e b i . Jednom kada j e o b j e k t s tvoren , ope rac i j a
11 ∗ dohvata i vra ¢ anja j e o ( 1 ) .
12 ∗
13 ∗ @author marcupic
14 ∗
15 ∗/
16 public class TSPSolutionPool {
17 int c it iesNumber ;
18 TSPSolution f i r s t ;
19
20 /∗∗
21 ∗ Konstruktor .
22 ∗
23 ∗ @param ci t iesNumber b ro j gradova k o j i r j e ² enja sadr º e
24 ∗/
25 public TSPSolutionPool ( int c it iesNumber ) {
26 super ( ) ;
27 this . c i t iesNumber = cit iesNumber ;
28 }
29
30 /∗∗
31 ∗ Metoda i z n a jm l j u j e jedno r j e ² en je .
32 ∗
33 ∗ @return r j e ² en je
34 ∗/
35 public TSPSolution get ( ) {
36 i f ( f i r s t !=null ) {
37 TSPSolution s = f i r s t ;
38 f i r s t = ( TSPSolution ) f i r s t . next ;
39 return s ;
40 }
41 TSPSolution s = new TSPSolution ( ) ;
42 s . c i t y Indexe s = new int [ c i t iesNumber ] ;
43 return s ;
44 }
45
46 /∗∗
47 ∗ Metoda preuzima vra ¢eno r j e ² en je . To r j e ² en je
48 ∗ k a sn i j e se moº e i zna jm i t i , i o r i g i n a l n i v l a s n i k
49 ∗ ga v i ² e NE SMIJE k o r i s t i t i .
50 ∗
51 ∗ @param so l r j e ² en je ko j e se vra ¢a
52 ∗/
53 public void r e l e a s e ( TSPSolution s o l ) {
54 s o l . next = f i r s t ;
55 f i r s t = s o l ;
56 }
57 }

Ispis B.17: Razred TSPUtil.
1 package hr . f e r . zemris . t sp ;
2
3 import hr . f e r . zemris . u t i l . ArraysUt i l ;
4
5 import java . i o . BufferedReader ;
6 import java . i o . Fi leReader ;
7 import java . i o . IOException ;
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8 import java . u t i l . ArrayList ;
9 import java . u t i l . Comparator ;
10 import java . u t i l . L i s t ;
11 import java . u t i l .Random ;
12
13 /∗∗
14 ∗ Pomo¢ ni razred k o j i sadr º i metode vezane uz TSP.
15 ∗
16 ∗ @author marcupic
17 ∗/
18 public class TSPUtil {
19
20 /∗∗
21 ∗ Metoda u£ i t a v a l i s t u gradova i z da to t e k e . Datoteka j e t e k s t u a l n a .
22 ∗ U svakom re t ku na l a z i se x i y koord ina ta grada razdvo jene znakom
23 ∗ tab .
24 ∗
25 ∗ @param fi leName naz iv da to t e k e
26 ∗ @return l i s t u gradova i l i n u l l ako do�e do pogre ² ke
27 ∗ @throws IOException ako se dogodi pogre ² ka u radu s datotekom
28 ∗/
29 public stat ic List<City> l o adC i t i e s ( S t r ing f i leName ) throws IOException {
30 BufferedReader br = null ;
31 try {
32 br = new BufferedReader (new Fi leReader ( f i leName ) ) ;
33 List<City> c i t i e s = new ArrayList<City >() ;
34 while ( true ) {
35 St r ing l i n e = br . readLine ( ) ;
36 i f ( l i n e==null ) break ;
37 l i n e = l i n e . tr im ( ) ;
38 i f ( l i n e . isEmpty ( ) ) continue ;
39 S t r ing [ ] e lems = l i n e . s p l i t ("\\t" ) ;
40 c i t i e s . add (new City (
41 In t eg e r . pa r s e In t ( elems [ 0 ] ) , I n t eg e r . pa r s e In t ( elems [ 1 ] ) ) ) ;
42 }
43 br . c l o s e ( ) ;
44 return c i t i e s ;
45 } catch ( IOException ex ) {
46 System . out . p r i n t l n ("Pogre²ka prilikom rada s datotekom "+fi leName ) ;
47 i f ( br !=null ) try { br . c l o s e ( ) ; } catch ( Exception i gno rab l e ) {}
48 return null ;
49 }
50 }
51
52 /∗∗
53 ∗ Metoda ko ja s l u º i parc i ja lnom so r t i r a n j u predanog po l j a r j e ² enja TSP−a .
54 ∗ Zadatak metode j e na po£ e tak p o l j a s t a v i t i <code>number</code> n a j b o l j i h
55 ∗ r j e ² enja ( to su ona s najmanjom dul j inom ture ) ; poredak p r e o s t a l o g d i j e l a
56 ∗ po l j a n i j e b i t an .
57 ∗
58 ∗ @param popu la t i on r j e ² enja ko ja t r e ba pa r c i j a l n o s o r t i r a t i
59 ∗ @param number b ro j n a j b o l j i h r j e ² enja ko ja t r e ba s t a v i t i na po£ e tak p o l j a
60 ∗/
61 public stat ic void pa r t i a l S o r t ( TSPSolution [ ] populat ion , int number ) {
62 for ( int i = 0 ; i < number ; i++) {
63 int best = i ;
64 for ( int j = i +1; j < populat ion . l ength ; j++) {
65 i f ( populat ion [ bes t ] . tourLength > populat ion [ j ] . tourLength ) {
66 best = j ;
67 }
68 }
69 i f ( bes t != i ) {
70 TSPSolution tmp = populat ion [ i ] ;
71 populat ion [ i ] = populat ion [ bes t ] ;
72 populat ion [ bes t ] = tmp ;
73 }
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74 }
75 }
76
77 /∗∗
78 ∗ Metoda za predano r j e ² en je ra £una njegovu du l j i n u temeljem predane
79 ∗ matrice u d a l j e n o s t i . U t o j matr ic i , na mjestu [ i , j ] n a l a z i se uda l j e no s t
80 ∗ od grada <code>i</code> do grada <code>j</code >.
81 ∗
82 ∗ @param so l r j e ² en je za ko j e t r e ba i z r a £ unat i d u l j i n u ture
83 ∗ @param di s tanceMatr i x matrica u d a l j e n o s t i gradova
84 ∗/
85 public stat ic void eva luate ( TSPSolution so l , double [ ] [ ] d i s tanceMatr ix ) {
86 int poce tn i = s o l . c i t y Indexe s [ 0 ] ;
87 double d i s t ance = 0 ;
88 for ( int i = 1 ; i < s o l . c i t y Indexe s . l ength ; i++) {
89 d i s t anc e += dis tanceMatr ix [ poce tn i ] [ s o l . c i t y Indexe s [ i ] ] ;
90 poce tn i = s o l . c i t y Indexe s [ i ] ;
91 }
92 d i s t anc e += dis tanceMatr ix [ poce tn i ] [ s o l . c i t y Indexe s [ 0 ] ] ;
93 s o l . tourLength = d i s t ance ;
94 }
95
96 /∗∗
97 ∗ Metoda za predano r j e ² en je ra £una njegovu du l j i n u temeljem predanog
98 ∗ po l j a gradova i indeksa k o j i se na laze u samom r j e ² enju .
99 ∗
100 ∗ @param so l r j e ² en je
101 ∗ @param c i t i e s p o l j e gradova
102 ∗/
103 public stat ic void eva luate ( TSPSolution so l , City [ ] c i t i e s ) {
104 int poce tn i = s o l . c i t y Indexe s [ 0 ] ;
105 double d i s t ance = 0 ;
106 for ( int i = 1 ; i < s o l . c i t y Indexe s . l ength ; i++) {
107 City a = c i t i e s [ poce tn i ] ;
108 City b = c i t i e s [ s o l . c i t y Indexe s [ i ] ] ;
109 d i s t anc e += Math . sq r t ( ( a . x−b . x )∗ ( a . x−b . x)+(a . y−b . y )∗ ( a . y−b . y ) ) ;
110 poce tn i = s o l . c i t y Indexe s [ i ] ;
111 }
112 City a = c i t i e s [ poce tn i ] ;
113 City b = c i t i e s [ s o l . c i t y Indexe s [ 0 ] ] ;
114 d i s t anc e += Math . sq r t ( ( a . x−b . x )∗ ( a . x−b . x)+(a . y−b . y )∗ ( a . y−b . y ) ) ;
115 s o l . tourLength = d i s t ance ;
116 }
117
118 /∗∗
119 ∗ Pomo¢na metoda ko ja ra £una dobrotu s v i h tura u predanom po l j u .
120 ∗
121 ∗ @param popu la t i on p o l j e r j e ² enja
122 ∗ @param c i t i e s p o l j e gradova
123 ∗/
124 public stat ic void eva luate ( TSPSolution [ ] populat ion , City [ ] c i t i e s ) {
125 for ( int i = 0 ; i < populat ion . l ength ; i++) {
126 TSPSolution s = populat ion [ i ] ;
127 eva luate ( s , c i t i e s ) ;
128 }
129 }
130
131 /∗∗
132 ∗ Metoda vra ¢a novo p o l j e gradova ne teme l ju i z vornog po l j a gradova
133 ∗ i predanog r e d o s l j e d a odre�enog indeksima .
134 ∗
135 ∗ @param c i t i e s o r i g i na l no p o l j e gradova
136 ∗ @param indexes º e l j e n i poredak gradova
137 ∗ @return novo p o l j e s l o º eno prema indeksima
138 ∗/
139 public stat ic City [ ] r e o r d e rC i t i e s ( City [ ] c i t i e s , int [ ] i ndexes ) {
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140 City [ ] array = new City [ indexes . l ength ] ;
141 for ( int i = 0 ; i < indexes . l ength ; i++) {
142 City c = c i t i e s [ indexes [ i ] ] ;
143 array [ i ] = new City ( c . x , c . y ) ;
144 }
145 return array ;
146 }
147
148 /∗∗
149 ∗ Pomo¢na metoda ko ja s t va ra nasumi£ ni poredak gradova .
150 ∗
151 ∗ @param so l r j e ² en je
152 ∗ @param rand genera tor s l u £ a jn ih b ro j e va
153 ∗/
154 public stat ic void r andomIn i t i a l i z e So l u t i on ( TSPSolution so l , Random rand ) {
155 ArraysUt i l . l i n e a rF i l lA r r a y ( s o l . c i t y Indexe s ) ;
156 ArraysUt i l . s hu f f l eAr ray ( s o l . c i ty Indexes , rand ) ;
157 }
158
159 /∗∗
160 ∗ Komparator dvaju r j e ² enja . Rje ² en je j e manje ako j e d u l j i n a ture manja .
161 ∗/
162 public stat ic Comparator<TSPSolution> solComparator = new Comparator<TSPSolution >() {
163 @Override
164 public int compare ( TSPSolution o1 , TSPSolution o2 ) {
165 double r a z l i k a = o1 . tourLength − o2 . tourLength ;
166 return r a z l i k a < 0 ? −1 : ( r a z l i k a > 0 ? 1 : 0 ) ;
167 }
168 } ;
169
170 }

Ispis B.18: Razred ArraysUtil.
1 package hr . f e r . zemris . u t i l ;
2
3 import java . u t i l .Random ;
4
5 /∗∗
6 ∗ Pomo¢ ni razred s metodama za rad nad po l j ima .
7 ∗
8 ∗ @author marcupic
9 ∗/
10 public class ArraysUt i l {
11
12 /∗∗
13 ∗ Metoda ko ja popunjava p o l j e i n t e g e r a po£ ev od 0 na d a l j e .
14 ∗ Primjer ice , ako j e p o l j e d u l j i n e 3 , sadr º a j ¢ e p o s t a t i :
15 ∗ 0 , 1 , 2 .
16 ∗
17 ∗ @param array p o l j e ko j e t r e ba popun i t i
18 ∗/
19 public stat ic void l i n e a rF i l lA r r a y ( int [ ] array ) {
20 for ( int i = 0 ; i < array . l ength ; i++) {
21 array [ i ] = i ;
22 }
23 }
24
25 /∗∗
26 ∗ Metoda ko ja permutira r e d o s l j e d elemenata u predanom
27 ∗ po l j u posredstvom s l u £ ajnog mehanizma .
28 ∗
29 ∗ @param array p o l j e ko j e t r e ba pe rmut i r a t i
30 ∗ @param rand genera tor s l u £ a jn ih b ro j e va
31 ∗/
32 public stat ic void shu f f l eAr ray ( int [ ] array , Random rand ) {
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33 for ( int i = array . l ength ; i >1; i−−) {
34 int b = rand . next Int ( i ) ;
35 i f (b!= i −1) {
36 int e = array [ i −1] ;
37 array [ i −1] = array [ b ] ;
38 array [ b ] = e ;
39 }
40 }
41 }
42
43 }

Ispis B.19: Razred PrepareTSP.
1 package hr . f e r . zemris . g raph i c s . t sp ;
2
3 import hr . f e r . zemris . t sp . City ;
4
5 import java . awt . BorderLayout ;
6 import java . awt . Color ;
7 import java . awt . Graphics ;
8 import java . awt . GridLayout ;
9 import java . u t i l . ArrayList ;
10 import java . u t i l . L i s t ;
11
12 import javax . swing . JComponent ;
13 import javax . swing . JFrame ;
14 import javax . swing . JLabel ;
15 import javax . swing . JPanel ;
16 import javax . swing . Sw i n gU t i l i t i e s ;
17 import javax . swing . WindowConstants ;
18
19 /∗∗
20 ∗ Razred k o j i o b a v l j a v i z u a l i z a c i j u prona�ene ru te kod problema TSP.
21 ∗
22 ∗ @author marcupic
23 ∗/
24 public class PrepareTSP extends JFrame {
25
26 private stat ic f ina l long se r ia lVers ionUID = 1L ;
27
28 // L i s t a gradova ; poredak ve ¢ p r e d s t a v l j a rutu
29 private List<City> c i t i e s = new ArrayList<City >() ;
30 // Pomo¢na l a b e l a za p r i k a z d u l j i n e ru t e
31 private JLabel du l j i naLabe l ;
32 // Pomo¢na l a b e l a za p r i k a z b r j a gradova
33 private JLabel bro jLabe l ;
34
35 // Pomo¢na komponenta ko ja o b a v l j a i s c r t a v an j e s l i k e gradova
36 private VisualizeComponent komponenta ;
37
38 /∗∗
39 ∗ Konstruktor k o j i prima p o l j e gradova . Redos l j ed elemenata automatsk i odre� u je
40 ∗ i samu turu .
41 ∗
42 ∗ @param p r e s e tC i t i e s p o l j e gradova
43 ∗/
44 public PrepareTSP ( City [ ] p r e s e tC i t i e s ) {
45 se tDe fau l tC loseOperat i on (WindowConstants .DISPOSE_ON_CLOSE) ;
46 s e t S i z e (500 , 500 ) ;
47 s e tLoca t i on (20 , 2 0 ) ;
48
49 i f ( p r e s e tC i t i e s !=null ) {
50 for ( City c : p r e s e tC i t i e s ) {
51 c i t i e s . add ( c ) ;
52 }
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53 }
54 komponenta = new VisualizeComponent ( ) ;
55 this . getContentPane ( ) . setLayout (new BorderLayout ( ) ) ;
56 this . getContentPane ( ) . add ( komponenta , BorderLayout .CENTER) ;
57
58 JPanel p = new JPanel (new GridLayout ( 1 , 2 ) ) ;
59 du l j i naLabe l = new JLabel ( ) ;
60 bro jLabe l = new JLabel ( ) ;
61 p . add ( bro jLabe l ) ;
62 p . add ( du l j i naLabe l ) ;
63 this . getContentPane ( ) . add (p , BorderLayout .PAGE_END) ;
64
65 a zu r i r a jDu l j i nu ( ) ;
66 s e tV i s i b l e ( true ) ;
67 }
68
69 /∗∗
70 ∗ Pomo¢na f un k c i j a ko ja ra £una du l j i n u ture i a º ur i ra podatke u labe lama
71 ∗ {@ l inkp l a in #du l j i n aLab e l } i { @ l inkp l a in #bro jLabe l } .
72 ∗/
73 private void a zu r i r a jDu l j i nu ( ) {
74 double d = 0 ;
75 i f ( ! c i t i e s . isEmpty ( ) ) {
76 City cc = null ;
77 City oldCc = null ;
78 for ( int i = 0 ; i < c i t i e s . s i z e ( ) ; i++) {
79 cc = c i t i e s . get ( i ) ;
80 i f ( oldCc !=null ) {
81 d += Math . sq r t ( ( oldCc . x−cc . x )∗ ( oldCc . x−cc . x ) +
82 ( oldCc . y−cc . y )∗ ( oldCc . y−cc . y ) ) ;
83 }
84 oldCc = cc ;
85 }
86 cc = c i t i e s . get ( 0 ) ;
87 i f ( cc !=oldCc ) {
88 d += Math . s q r t ( ( oldCc . x−cc . x )∗ ( oldCc . x−cc . x ) +
89 ( oldCc . y−cc . y )∗ ( oldCc . y−cc . y ) ) ;
90 }
91 }
92 du l j i naLabe l . setText ("Duljina: "+((double ) ( ( int ) ( d ∗1000+0 .5 ) )/1000 . 0 ) ) ;
93 bro jLabe l . setText ("Broj gradova: "+c i t i e s . s i z e ( ) ) ;
94
95 }
96
97 /∗∗
98 ∗ Pomo¢na metoda koju smi je po z v a t i p r o i z v o l j n a dre t va a s l u º i za i n i c i j a l i z a c i j u
99 ∗ pr i ka za ture . Metoda prima p o l j e gradova i gener i ra p r i k a z . Po l j e se p r i tome
100 ∗ kop i ra pa j e dretva−p o z i v a t e l j s lobodna ka sn i j e o b a v l j a t i mod i f i k a c i j e nad
101 ∗ pol jem ; to v i ² e ne¢ e imat i n ikakvog u t j e c a j a na p r i k a z .
102 ∗
103 ∗ @param c i t i e s p o l j e gradova £ i j im j e poretkom u po l j u ujedno odre�ena i tura
104 ∗/
105 public stat ic void v i s u a l i z e ( f ina l City [ ] c i t i e s ) {
106 try {
107 Sw i n gU t i l i t i e s . invokeAndWait (new Runnable ( ) {
108 @Override
109 public void run ( ) {
110 new PrepareTSP ( c i t i e s ) ;
111 }
112 } ) ;
113 } catch ( Exception i gno rab l e ) {
114 System . out . p r i n t l n ("Prikaz nije mogu¢." ) ;
115 }
116 }
117
118 /∗∗
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119 ∗ Pomo¢na komponenta ko ja c r t a turu .
120 ∗
121 ∗ @author marcupic
122 ∗/
123 private class VisualizeComponent extends JComponent {
124
125 private stat ic f ina l long se r ia lVers ionUID = 1L ;
126
127 @Override
128 protected void paintComponent ( Graphics g ) {
129 super . paintComponent ( g ) ;
130 i f ( c i t i e s . isEmpty ( ) ) return ;
131 City cc = null ;
132 City oldCc = null ;
133 g . s e tCo lo r ( Color .BLACK) ;
134 for ( int i = 0 ; i < c i t i e s . s i z e ( ) ; i++) {
135 cc = c i t i e s . get ( i ) ;
136 i f ( oldCc !=null ) {
137 g . drawLine ( oldCc . x , oldCc . y , cc . x , cc . y ) ;
138 }
139 oldCc = cc ;
140 }
141 cc = c i t i e s . get ( 0 ) ;
142 i f ( cc !=oldCc ) {
143 g . drawLine ( oldCc . x , oldCc . y , cc . x , cc . y ) ;
144 }
145 g . s e tCo lo r ( Color .BLACK) ;
146 for ( int i = 0 ; i < c i t i e s . s i z e ( ) ; i++) {
147 cc = c i t i e s . get ( i ) ;
148 g . f i l l R e c t ( cc . x−2, cc . y−2, 6 , 6 ) ;
149 }
150 }
151 }
152 }
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