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Uvod

Nesluºbeni studentski dokument.

Napravio student s ciljem lak²eg prolaska predmeta Interaktivna ra£unalna
gra�ka na Fakultetu Elektrotehnike i Ra£unarstva i u£enja Latex-a.

Svi zadaci su rije²eni i obja²njeni redom kako su i zadani na ferku, a u
dokumentu nisu navedeni jedini na£ini rje²avanja zadataka, postoje i drugi.

Ako ºelite poku²ati zadatke napisane Java appletima rje²avati na Chromeu,
posjetite ovu web stranicu:
https://www.lifewire.com/how-to-enable-java-in-chrome-4770854

Za ostale pretraºiva£e:
https://java.com/en/download/help/enable_browser.xml

Chrome i ostali pretraºiva£i ne garantiraju da ¢e vam se rje²enja upisati
u sustav ferko, jedini pretraºiva£ koji vam to omogu¢uje je Internet Ex-
plorer na Windows 7 i starijima.

Sluºbena literatura: Knjiga M. �upi¢, �. Mihajlovi¢, Interaktivna Ra£unalna
Gra�ka Kroz Primjere u OpenGL-u, 17. listopad 2018.
http://www.zemris.fer.hr/predmeti/irg/knjiga.pdf Preporuka je prije svakog
rje²avanja zadatka prou£iti literaturu za potpuno razumijevanje.
Najnoviju verziju moºete prona¢i na https://github.com/Cvija2609/irg_ferko

1

https://www.lifewire.com/how-to-enable-java-in-chrome-4770854
https://java.com/en/download/help/enable_browser.xml
http://www.zemris.fer.hr/predmeti/irg/knjiga.pdf
https://github.com/Cvija2609/irg_ferko


1 Rad s matricama i vektorima na Casio-fx-

991EX

Rad s vektorima: https://www.youtube.com/watch?v=-e9rMLADtpE
Ako je potrebno izra£unati normu (duljinu) vektora, moºe se pritisnuti "SHIFT
+ (" da se dobije apsolutna vrijednost i unijeti ºeljeni vektor.

Rad s matricama: https://www.youtube.com/watch?v=bF024pVvYPQ
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2 Ra£unalna gra�£ka oprema

2.1 Popunjavanje Z-spremnika

Slika 1: Zadatak

Z-bu�er radi na na£in da gleda koji objekti su bliºi promatra£u, a koji
dalji i na temelju toga iscrtava sliku na zaslon. Odli£an dvominutni video ¢e
vrlo jednostavno objasniti o £emu se radi:
https://www.youtube.com/watch?v=yhwg_O5HBwQ

Prva stvar koju je potrebno primijetiti u zadatku je ta da je pogled usm-
jeren iz pozitivnog smjera z-osi prema ishodi²tu. To je malo druga£ije nego
je obja²njeno u videu.

Na Slici 2. je vidljivo da se promatra£ nalazi na pozitivnom dijelu Z-osi (u
ovom slu£aju to£ka (0, 0, 6)) i gleda prema ishodi²tu. Iscrtkane linije plohe
predstavljaju manju vrijednost z koordinate, a pune linije ve¢u. Iz razloga
²to se promatra£ nalazi u pozitivnom dijelu z-osi, u Z-bu�er ¢e se spremati
ve¢e vrijednosti z koordinate preko manjih, a ne obrnuto.
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Slika 2: Tijela i promatra£ u koordinatnom sustavu

Zna£i, ako se dogodi da nam se dvije boje preklapaju, u z spremnik ¢e se
upisati ve¢a vrijednost z koordinate od te dvije.
�to se ti£e spremnika boje, ako se dvije boje preklapaju u vrijednostima z-
koordinate, ona desnija se upisuje u spremnik boje (pi²e u zadatku).

Rje²enje zadatka je na Slici 3.
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Slika 3: Rje²enje zadatka
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2.2 Popunjavanje dvostrukog spremnika

Petminutni video koji poja²njava ukratko rad dvostrukog spremnika:
https://www.youtube.com/watch?v=7cRRxlWRl8g

Slika 4: Zadatak
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U zadatku je potrebno nacrtati rad oba spremnika bez sinkronizacije i
sa sinkronizacijom. Rad bez sinkronizacije se izvodi na sljede¢i na£in:
Jedan spremnik je zasluºan za prikaz sadrºaja (okvira), a drugi za upis.
Npr. ako je u nultom spremniku prikazan nulti okvir, u prvom spremniku
se mora izvr²avati upis prvog okvira. Onoliko dugo koliko se prvi okvir
upisuje, toliko je nulti okvir prikazan na ekranu.

Nakon toga se doga�a zamjena spremnika, to jest, u nulti spremnik
se sad upisuje sljede¢i (drugi) okvir, a u prvom spremniku se vr²i prikaz
prethodnog (prvog) okvira onoliko dugo koliko je drugom okviru potrebno
da se upi²e i tako dalje.

Rad sa sinkronizacijom je dosta sli£an prethodno opisanom postupku,
uz malu razliku. Ta razlika je ²to svaki okvir mora biti prikazan na ekranu
brojem milisekundi koji je vi²ekratnik vremena osvjeºavanja. U zadatku je
speci�cirano da je frekvencija osvjeºavanja 100 Hz, recipro£na vrijednost ¢e
dati vrijeme, jer:

T = 1/f (1)

Iz toga se dobije da je T=0.01 sekundi. Pomnoºi se s 1000 i dobije se T=10
ms. To jest svaki se okvir mora prikazati 10, 20, 30 ili neki vi²ekratnik broja
10 ms.
To zna£i da prilikom upisivanja okvira u spremnik se mora dogoditi £ekanje
da bi isteklo vrijeme osvjeºavanja, a to je predstavljeno okvirom �ekaj.
Nakon toga se vr²i zamjena spremnika i proces se nastavlja.
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Slika 5: Rje²enje

3 Gra�£ke primitive

3.1 Dvodimenzijske

3.1.1 Sjeci²te dva pravca - implicitni i matri£ni oblik

Homogeni prostor se koristi kako bi se to£ke u beskona£nosti mogle prikazati
na ra£unalu. To£nije, ako je homogena koordinata jednaka 0, to£ka se nalazi
u beskona£nosti. Homogena jednadºba se moºe prikazati kao:

ax1 + bx2 + cx3 = 0 (2)

ili matri£no (to£ka X skalarno sa koe�cijentima jednadºbe G):

X ·G =
[
x1 x2 x3

]
·

ab
c

 = 0 (3)

Implicitni oblik (radni prostor) jednadºbe je oblika:

ax+ by + c = 0 (4)
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Odavde se moºe dobiti i normala koja je oblika

~n =
[
a b

]
(5)

Slika 6: Zadatak

Kako bi se rije²io zadatak potrebno je rije²iti dvije jednadºbe s dvije nepoz-
nanice. To se moºe matri£no ili klasi£nim pristupom.
Prva stvar koju je potrebno napraviti je izjedna£iti h koordinatu s 1, a samim
time i koe�cijente pravca G2. To jest:

G2 =
[
0 −1 −1

]
· (−1)

G2 =
[
0 1 1

]
Sada imamo dvije jednadºbe s dvije nepoznanice:

4y + 3 = 0

y + 1 = 0

Druga jednadºba se dobije iz homogene jednadºbe pravca (x2 = y). Ove
jednadºbe nemaju rje²enja pa se stoga ovako upisuje u ferko:
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Slika 7: Zadatak rije²en

A sada jedan normalan zadatak i rje²enje:

Slika 8: Normalan zadatak rije²en

Ako koristite ovakav pristup, x3 ¢e uvijek biti jednak 1. Jo² jedno od
mogu¢ih rje²enja je npr. x1 = 0.833, x2 = −1.333, x3 = 2. Iz ovoga se moºe
vidjeti utjecaj h koordinate.

3.1.2 Sjeci²te dva pravca - parametarski oblik

Kod parametarskog oblika, svaku koordinatu prikazujemo pomo¢u jednog
parametra t. Moºe se zamisliti kao da svaka koordinata postaje funkcija po
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parametru t.
Matri£no se to zapisuje ovako:

p =
[
t 1

]
·
[
V1 − V0

V0

]
(6)

ili

p =
[
t 1

]
·
[
x1 − x0 y1 − y0 0
x0 y0 h

]
(7)

gdje V1 i V0 predstavljaju dvije to£ke kroz koje pravac prolazi, a h je ho-
mogena koordinata. Zadatak:

Slika 9: Zadatak

Prva stvar koju je potrebno napraviti u zadatku je izjedna£iti sve homo-
gene koordinate s 1. To zna£i da G1 sada izgleda ovako:

G1 =
[
t 1

]
·
[
−1 4 0
−18
−15

90
−15

1

]
G2 izgleda ovako:

G2 =
[
t 1

]
·
[

3 3 0
93
−1

71
−1

1

]
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Iz te dvije matrice se dobije kako izgledaju x-evi i y-oni pojedinih pravaca.
Parametar prvog pravca je ozna£en s t, a parametar drugog pravca sa s kako
ne bi do²lo do zabune. Pravac G1:

x1 = −t+
6

5

y1 = 4t− 6

h1 = 1

Pravac G2:
x2 = 3s− 93

y2 = 3s− 71

h2 = 1

Sljede¢i korak je izjedna£iti x-eve i y-one:

x1 = x2 => −t+
6

5
= 3s− 93

y1 = y2 => 4t− 6 = 3s− 71

Rije²e se navedene jednadºbe i dobiju se rje²enja t = 5.84 i s = 29.453. Da
bismo dobili to£ku sjeci²ta, dovoljno je uvrstiti t u jednadºbu prvog pravca
ili s u jednadºbu drugog. Npr. uvrstimo t u jednadºbu prvog i presjeci²te je:

x1 = x = −4.64

x2 = y = 17.36

x3 = h = 1

12



Slika 10: Zadatak rije²en

3.1.3 (2D) Ispitivanje je li to£ka u trokutu

Za ispitivanje odnosa to£ke i trokuta, najlak²e je koristiti baricentri£ne ko-
ordinate. U knjizi na stranici 39. i nadalje su izvrsno obja²njene. Formula
(3D) koju je dobro zapamtiti je oblika:xy

z

 = t1 ·

x1

y1

z1

+ t2 ·

x2

y2

z2

+ t3 ·

x3

y3

z3

 (8)

�to zna£i => to£ka za koju promatramo nalazi li se unutar trokuta =
prva baricentri£na koordinata puta prvi vrh trokuta + druga baricentri£na
koordinata puta drugi vrh trokuta + tre¢a baricentri£na koordinata puta
tre¢i vrh trokuta.

Jo² jedna bitna stvar je da je zbroj sve tri baricentri£ne koordinate jednake
jedan:

t1 + t2 + t3 = 1 (9)

13



Ako su baricentri£ne koordinate:

∀i, ti ∈< 0, 1 > => Tocka T je unutar trokuta

∀i, ti ∈ [0, 1] ∧ ∃j, tj = 1 => Tocka T je na rubu trokuta

∃i, ti /∈ [0, 1] => Tocka T je izvan trokuta

�to ukratko prevedeno zna£i:

ako su sve baricentri£ne koordinate izme�u 0 i 1, to£ka je unutar trokuta;

ako su sve koordinate izme�u 0 i 1 te postoji barem jedna od njih koja
je jednaka 1, to£ka se nalazi na trokutu;

ako postoji jedna baricentri£na koordinata koja nije izme�u 0 i 1, to£ka je
izvan trokuta.

Slika 11: Zadatak

Prvo je bitno razlikovati t1 (to£ka za koju promatramo odnos s trokutom) i t1
(baricentri£nu koordinatu).Krenemo redom, prvo uvrstimo to£ku t1 i vrhove
u jednadºbu 8: [

8.56
15.62

]
= t1 ·

[
3
17

]
+ t2 ·

[
13
14

]
+ t3 ·

[
6
17

]

Iz £ega dobijemo dvije jednadºbe s tri nepoznanice:

8.56 = 3t1 + 13t2 + 6t3

15.62 = 17t1 + 14t2 + 17t3
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Tre¢a jednadºba koju ¢emo iskoristiti je 9, tj.:

t1 + t2 + t3 = 1

Kad se rije²e jednadºbe, dobiju se rje²enja:

t1 = 0.22

t2 = 0.46

t3 = 0.32

Sve tri to£ke su izme�u 0 i 1 te zaklju£uje se da je t1 unutar trokuta. Ista
stvar se napravi i za t2 i dobije se:

t1 = −0.2856

t2 = 0.72

t3 = 0.5622

Iz £ega vidimo da je t1 negativan, tj. nije izme�u 0 i 1 te se zaklju£uje da je
to£ka t2 izvan trokuta.

Slika 12: Zadatak rije²en
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3.1.4 Odre�ivanje odnosa to£ke i poligona (trokuta, £etverokuta)
- trokut, konveksan i konkavan £etverokut

Op¢enito za sve to£ke pravca vrijedi jednadºba pravca:

ax+ by + c = 0 (10)

Ili matri£no: [
x y h

]
·

ab
c

 = 0 (11)

Ako bismo uvrstili to£ku koja se nalazi na pravcu, jednadºba bi valjala.
No ako uvrstimo to£ku koja se ne nalazi na pravcu, vrijede sljede¢a opaºanja
(knjiga stranica 32.):

[
x y h

]
·

ab
c

 = 0 => Tocka je na pravcu

[
x y h

]
·

ab
c

 > 0 => Tocka je iznad pravca

[
x y h

]
·

ab
c

 < 0 => Tocka je ispod pravca
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Slika 13: Zadatak

Moºe se primijetiti da je u zadatku zadana orijentacija bridova. Ona
¢e nam re¢i u kojem smjeru gledaju normale bridova trokuta te koja to£ka
je iznad, a koja ispod pojedinog brida. Odli£no obja²njenje je u knjizi na
stranici 32.

Ukratko: Zamislimo da se kre¢emo od po£etne to£ke do krajnje to£ke
brida, sve lijevo od nas je iznad pravca, a sve desno ispod.

Najjednostavniji izra£un jednadºbe pravca je vektorski umnoºak. Naime,
vektorski umnoºak dviju to£aka ¢e dati matricu koe�cijenata pravca bez
gre²ke o orijentaciji pravca:

T1 × T2 =

x1

y1

h

×
x2

y2

h

 =

ab
c

 (12)
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Za brid V1V2 vrijedi da mnoºimo vrh V1 s vrhom V2 zbog orijentacije
vrhova:

V1 × V2 =

 7
−6
1

×
6

5
1

 =

−11
−1
71


tj. jednadºba brida V1V2 je

−11x− y + 71 = 0

Uvrstimo li to£ku T u jednadºbu brida V1V2 dobije se:

[
6 7 1

]
·

−11
−1
71

 = −2

tj. T · (V1×V2) < 0 odnosno, to£ka T je ispod brida V1V2. To se moºe vidjeti
i na slici 13 jer je to£ka T desno od pravca na kojem je brid V1V2.

Ostali bridovi:

V2 × V3 =

−3
2
8


T · (V2 × V3) = 4 tj. iznad pravca

V3 × V1 =

 14
−1
−104


T · (V3 × V1) = −27 tj. ispod pravca

Isti postupci vrijede i za zadatke s konveksnim i konkavnim £etverokutom.
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Slika 14: Zadatak rije²en trokut

Slika 15: Zadatak rije²en konkavan £etverokut
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3.1.5 A�na transformacija koja preslikava jednu duºinu u drugu

Sve o a�nim transformacijama se moºe prona¢i u knjizi na stranici 89. Ovdje
¢e biti navedene formule za svaku od dvodimenzionalnih a�nih transforma-
cija.
Translacija:

T =

 1 0 0
0 1 0

∆x ∆y 1

 (13)

Inverzna translacija:

T−1 =

 1 0 0
0 1 0
−∆x −∆y 1

 (14)

Rotacija - za kut suprotan smjeru kazaljke na satu (CCW - Counter Clock-
wise):

R =

 cos(α) sin(α) 0
−sin(α) cos(α) 0

0 0 1

 (15)

Inverz rotacije - za kut u smjeru kazaljke na satu (CW) ili (CCW za -α):

R−1 =

cos(α) −sin(α) 0
sin(α) cos(α) 0

0 0 1

 (16)

Skaliranje - pove¢anje:

S =

k1 0 0
0 k2 0
0 0 1

 (17)

Inverzno skaliranje - umanjenje:

S−1 =

 1
k1

0 0

0 1
k2

0

0 0 1

 (18)

Uniformno skaliranje - jednoliko pove¢anje:

S =

k 0 0
0 k 0
0 0 1

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

k

 (19)
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Slika 16: Zadatak

Slika 17: Dvije duºine u koordinatnom sustavu

Prva stvar koju je potrebno primijetiti u zadatku je ta da je potrebno
preslikati duºinu V1V2 u duºinu V3V4. Najprije ¢emo duºinu V1V2 translati-
rati u ishodi²te. To se £ini iz razloga ²to se prilikom rotacije to£ka rotira
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oko ishodi²ta. Kori²tenjem inverzne translacije ¢emo jednu od to£aka (V1)
translatirati u ishodi²te. Ta matrica izgleda ovako:

T1 =

 1 0 0
0 1 0

−3.82 −3.51 1



Slika 18: Duºina V1V2 translatirana u ishodi²te

Sljede¢i korak je napraviti potrebne rotacije kako bi se duºine poklopile.
Prvo ¢e se duºina V1V2 rotirati za kut α kako bi se poklopila sa x-osi. Nakon
toga ¢e se skalirati te potom rotirati za kut β kako bi se kutevi dviju duºina
poklopili. Kut α je kut izme�u x-osi i duºine V1V2, a kut β je kut izme�u
x-osi i duºine V3V4.

Prvo se duºina V1V2 rotira za kut α u smjeru kazaljke na satu (ili kut −α u
smjeru suprotnom od kazaljke na satu). Kut α se dobije pomo¢u koe�cijenta
smjera pravca na kojem leºi duºina V1V2:

tg(α) = k1 (20)
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k =
y2 − y1

x2 − x1

(21)

α = arctg(k1) (22)

Konkretno, pomo¢u prethodno navedenih formula, k1 = 1.4177, tj. α =
54.802◦ odnosno, matrica R1 (16):

R1 =

0.5764 −0.8171 0
0.8171 0.5764 0

0 0 1



Slika 19: Duºina V1V2 rotirana za kut 54.802◦ CW

Sada je na redu skaliranje. Kako cijela duºina leºi na x-osi, skaliranje je
dovoljno provesti po x-u. Matricu skaliranja moºemo dobiti iz omjera duljina
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duºina. Duljina duºine se izra£una prema formuli:

d =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 (23)

Za duºinu V1V2 se dobije:

d1 =
√

(7.1− 3.82)2 + (8.16− 3.51)2 = 5.69

Odnosno duºinu V3V4:
d2 = 29.04

To zna£i da duºinu V1V2 treba pove¢ati za d2
d1
:

S =

29.04
5.69

0 0
0 1 0
0 0 1



Slika 20: Duºina V1V2 skalirana za d2
d1
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Sada je na redu rotiranje za kut β kako bi se duºine poklopile u kutevima.
Kut β se dobije na isti na£in kao i α.

k2 =
36.39− 17.92

40.68− 18.27
= 0.824

β = arctg(k2) = 39.49◦

Rotiramo za kut β CCW:

R2 =

0.7717 0.636 0
−0.636 0.7717 0

0 0 1



Slika 21: Duºina V1V2 rotirana za kut 39.49◦ CCW

Posljednje je potrebno translatirati duºinu V1V2, a to se radi da cijelu
duºinu pomaknemo za to£ku V3:
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T2 =

 1 0 0
0 1 0

18.27 17.92 1



Slika 22: Preklopljene duºine

Kona£na a�na matrica transformacije se dobije kao umnoºak svih ma-
trica:

U = T1 ·R1 · S ·R2 · T2

U =

2.7897 1.2402 0
2.8515 3.0971 0
−2.395 2.311 1


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Slika 23: Rje²enje zadatka

3.1.6 Odrediti potrebne transformacije za ku¢icu

Sli£an zadatak je mogu¢e prona¢i na sljede¢em linku https://www.youtube.com/watch?v=-
XEPMgTsZmY&list=PLwCivZFSo4llyk6bsi_m4hQN62P1mueoe&index=3&t=4035s
na 58 minuti.
Ovo je malo lak²a ina£ica prethodnog zadatka, stoga ako ste rje²avali prethodni
zadatak, princip je sli£an. Sve transformacije su vidljive sa slike. U ovom
zadatku se moºe pojaviti smik. Iako formula za smik nije potrebna za ovaj
zadatak, ona glasi:

C =

 1 tg(α) 0
tg(β) 1 0

0 0 1

 (24)

Inverz matrice smika:

C−1 =

 1
1−tg(α)·tg(β)

−tg(α)
1−tg(α)·tg(β)

0
−tg(β)

1−tg(α)·tg(β)
1

1−tg(α)·tg(β)
0

0 0 1

 (25)
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Slika 24: Zadatak - rotacija

Najprije je potrebno odabrati to£ku koja ¢e predstavljati crni objekt.
Za odabir to£ke ¢emo uzeti onu to£ku £ije je koordinate najlak²e i²£itati sa
²arenog objekta. U ovom slu£aju, to£ku na ²arenom objektu B(−2, 3) je
najlak²e i²£itati. Ekvivalent toj to£ki na crnom objektu je to£ka A(5,−2).
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To se moºe zaklju£iti iz poloºaja vrata ku¢ice.
Sljede¢e promatramo koje transformacije je potrebno u£initi. Sa slike je

vidljivo da ¢e biti potrebne dvije translacije i jedna rotacija. Zadaci koji
sadrºe ostale transformacije ¢e biti prikazani na kraju ovog podpoglavlja.

Sada prvo translatiramo crni objekt u ishodi²te kako bi rotacija funkcioni-
rala. Stoga u prvi redak odaberemoTranslacija, faktor za x-os je -5, a faktor
za y-os je 2.

Nakon toga biramo Rotacija te u faktor za x-os upisujemo -60 jer roti-
ramo u smjeru kazaljke na satu. Faktor za y-os ostavljamo prazno, jer je
tako de�nirano u zadatku. Ako niste sigurni koji je kut, uvijek ga je mogu¢e
izra£unati "otprilike" pomo¢u izraza 20, 21 i 22. Potrebno je samo i²£itati
sa slike dvije to£ke koje £ine bazu ku¢ice i izra£unati pod kojim kutem baza
leºi.

Posljednja stvar je Translacija u zavr²ni, ²areni objekt. Translatiramo
za -2 u smjeru x i 3 u smjeru y.

Ako je zadan smik u zadatku, onda se gleda za koji kut je baza ku¢ice po-
maknuta u odnosu na x-os, odnosno, za koji kut je zid ku¢ice pomaknut u
odnosu na y-os.

Ako je skaliran objekt, onda je potrebno jo² provjeriti zrcali li se s obzirom
na koju od osi. Ako da, onda je predznak skaliranja negativan s obzirom na
os koja objekt zrcali.

29



Slika 25: Zadatak - rotacija rije²en
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Slika 26: Zadatak - skaliranje rije²en
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Slika 27: Zadatak - smik rije²en
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3.1.7 Odrediti transformiranu poziciju za slovo F

Slika 28: Zadatak
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U ovom zadatku je potrebno identi�cirati koje matrice se koriste. Formule
za matrice moºete prona¢i u poglavlju 3.1.5.

Prvo radimo po matriciM1, a ona predstavlja skaliranje za 3 po x-u i y-u.

Slika 29: Skaliranje po M1
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Nakon toga rotiramo za 90◦ u smjeru suprotnom od kazaljke na satu jer
tako pi²e u matrici M2.

Slika 30: Rotacija po M2
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Te na kraju pomi£emo za 1 udesno po x-u i za 3 prema dolje po y-onu.

Slika 31: Zadatak rije²en
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Jo² jedan sli£an:

Slika 32: Zadatak rije²en 2
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3.1.8 Veza dva koordinatna sustava - Transformacija iz globalnog
u lokalni koordinatni sustav

Pazite da su vam kutevi namje²teni na radijane u kalkulatoru.
Veza izme�u dva koordinatna sustava je lijepo obja²njena u knjizi na

stranici 106. Ukratko je dobro za zapamtiti da ako je to£ka zadana u lokalnom
koordinatnom sustavu, a nama treba u globalnom, radimo uobi£ajene trans-
formacije, to jest, one koje nisu inverzne. U slu£aju da je to£ka zadana u
globalnom koordinatnom sustavu, a nas zanimaju koordinate u lokalnom,
radimo inverzne transformacije.

Ili jo² jedan na£in kako lak²e zapamtiti, ako je to£ka zadana u lokalnom
koordinatnom sustavu, cilj nam je globalni koordinatni sustav podudariti sa
lokalnim. U drugom slu£aju, da nam je to£ka zadana u globalnom koordinat-
nom sustavu, cilj nam je lokalni koordinatni sustav podudariti sa globalnim.
Odnosno, sustav u kojem je to£ka je stati£an, ovaj drugi se prilago�ava.

�to se ti£e sloºenijih transformacija, shema je ista. U slu£aju da je to£ka
u lokalnom koordinatnom sustavu, radimo normalnim redoslijedom transfor-
macije (translacija, rotacija, ...). U drugom slu£aju radimo inverze, a samim
time i inverze sloºenijih matrica. To£nije, iz lokalnog u globalni bi sloºena
matrica mogla izgledati:

M = V ·R · T
, a iz globalnog u lokalni:

M = V · (R · T )−1 = V · T−1 ·R−1

gdje M predstavlja ukupnu matricu, V predstavlja to£ku koja se promatra,
T je matrica translacije, a R je matrica rotacije. Sve formule koje se koriste
u zadatku su navedene u poglavlju 3.1.5.

Ako promatramo na na£in da jedan sustav podudaramo s drugim, vidjet
¢e se da ima smisla. Naime, u slu£aju iz lokalnog u globalni, globalni sustav
prvo rotiramo (jer za rotaciju je bitno da se rotira oko ishodi²ta, tako su
izvedene formule u knjizi), a nakon toga translatiramo. U drugom slu£aju,
kad lokalni treba podudariti sa globalnim, prvo translatiramo u ishodi²te
kako bismo mogli rotirati da bi se podudarili.

Skaliranje i smik se izvode dok je ijedan od sustava u ishodi²tu. Zna£i
u slu£aju lokalni-globalni -> skaliranje, rotacija pa translacija (ili rotacija,
skaliranje, translacija). U slu£aju globalni-lokalni -> translacija, rotacija pa
skaliranje (ili translacija, skaliranje, rotacija).
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Slika 33: Zadatak

U zadatku je potrebno odrediti koordinate to£ke u lokalnom koordinat-
nom sustavu, ako su njene koordinate zadane u globalnom. Koordinata x se
podudara sa koordinatom u lokalnog sustava, a y s v.

Zna£i, globalni sustav je stati£an, a lokalni mijenjamo. Prvo ¢e se naprav-
iti translacija ishodi²ta lokalnog koordinatnog sustava u ishodi²te globalnog
koordinatnog sustava:

T =

 1 0 0
0 1 0
−4 −2 1


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Nakon toga ga je potrebno zarotirati za 5π
3
radijana u smjeru kazaljke na

satu (ili π
3
CCW):

R =

cos(5π
3

) −sin(5π
3

) 0
sin(5π

3
) cos(5π

3
) 0

0 0 1

 =

 1
2

√
3

2
0

−
√

3
2

1
2

0
0 0 1


Te na kraju jo² skalirati:

S =

 1
1.5

0 0
0 1

1.5
0

0 0 1


To£ka V (1, 5) globalnog koordinatnog sustava u lokalnom iznosi:

Vl = V ·T ·R·S =
[
1 5 1

]
·

 1 0 0
0 1 0
−4 −2 1

·
 1

2

√
3

2
0

−
√

3
2

1
2

0
0 0 1

·
 1

1.5
0 0

0 1
1.5

0
0 0 1


=
[
−2.732 −0.732 1

]
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Slika 34: Zadatak rije²en
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3.1.9 Veza dva koordinatna sustava - Transformacija iz lokalnog
u globalni koordinatni sustav

Za detaljnija obja²njenja, pogledajte poglavlje 3.1.8.

Slika 35: Zadatak

Po²to je to£ka zadana u lokalnom koordinatnom sustavu, on je stati£an.
Tj. globalni ¢emo prilagoditi lokalnom. Prva stvar koju je potrebno napraviti
je rotacija ili skaliranje. Neka bude skaliranje - globalnom koordinatnom
sustavu treba pove¢ati normu 1.5 puta:
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S =

1.5 0 0
0 1.5 0
0 0 1


Nakon toga je na redu rotacija za 5π

3
radijana u smjeru suprotnom od

smjera kazaljke na satu:

R =

 cos(5π
3

) sin(5π
3

) 0
−sin(5π

3
) cos(5π

3
) 0

0 0 1

 =

 1
2

−
√

3
2

0√
3

2
1
2

0
0 0 1


Te na kraju je translacija ishodi²ta globalnog koordinatnog sustava u

ishodi²te lokalnog koordinatnog sustava:

T =

 1 0 0
0 1 0
−2 5 1


Kona£no, to£ka u globalnom koordinatnom sustavu iznosi:

Vg = V ·S·R·T =
[
3 −1 1

]
·

1.5 0 0
0 1.5 0
0 0 1

·
 1

2
−
√

3
2

0√
3

2
1
2

0
0 0 1

·
 1 0 0

0 1 0
−2 5 1


=
[
−1.049 0.353 1

]
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Slika 36: Zadatak rije²en
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3.2 Trodimenzijske

3.2.1 Sjeci²te dva pravca u parametarskom obliku

Kao i u 2D slu£aju, parametarski oblik u 3D slu£aju je predstavljen pomo¢u
jednog parametra t kojim su opisane sve tri koordinate.

p =
[
t 1

]
·
[
V1 − V0

V0

]
=

[
x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0 0
x0 y0 z0 h

]
(26)

=

[
a b c 0
x0 y0 z0 h

]
gdje V0 i V1 predstavljaju dvije to£ke kroz koje pravac prolazi. Ukratko se
parametarski oblik moºe opisati kao oblik koji se sastoji od koe�cijenata
smjera pravca (gornji redak matrice) i to£ke kroz koju prolazi (donji redak
matrice).

Slika 37: Zadatak

Prva stvar koju je potrebno napraviti u zadatku je izjedna£iti h koordi-
nate. Najjednostavniji na£in je taj da ih obje postavite na 1. Na prvom
pravcu je postavljena na jedinicu, ali na drugom nije:

G2 =
[
t 1

]
·
[
1 0
0 −1

]
·
[
2 1 1 0
1 1 −2 −1

]
=
[
t 1

]
·
[

2 1 1 0
−1 −1 2 1

]
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ili jednostavnije re£eno, donji redak matrice pravca G2 pomnoºimo s −1.
Sada kada su h koordinate izjedna£ene, prvo provjeravamo jesu li pravci

paralelni. Paralelnost je najjednostavnije provjeriti tako da koe�cijente oba
pravca postavimo u omjere te ako su svi jednaki, pravci su paralelni:

a1

a2

=
b1

b2

=
c1

c2

(27)

U na²em slu£aju:
1

2
6= 2

1
=

2

1

Omjer a1
a2

nije jednak ostalim omjerima te se zaklju£uje da pravci nisu par-
alelni.
Sljede¢e poku²avamo na¢i presjek pravaca. Jednostavnosti radi, parametar
pravca G2 ¢e nadalje biti ozna£avan sa s kako ne bi do²lo do zabune. Kako
bismo prona²li sjeci²te, potrebno je izjedna£iti koordinate oba pravca:

x1 = t− 2 x2 = 2s− 1

y1 = 2t− 2 y2 = s− 1

z1 = 2t+ 1 z2 = s+ 2

x1 = x2

y1 = y2

z1 = z2

t− 2 = 2s− 1

2t− 2 = s− 1

2t+ 1 = s+ 2

Nakon ²to rije²imo po dvije od tri jednadºbe s dvije nepoznanice (npr.
prva i druga), za rje²enje se dobije

t =
1

3
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s = −1

3

Sada ta rje²enja uvrstimo u tre¢u jednadºbu (onu koju nismo iskoristili
za dobivanje rje²enja) i ako se rezultat poklapa, pravci nisu mimosmjerni.

2 · 1

3
+ 1 = −1

3
+ 2 =>

5

3
=

5

3

Pravci nisu mimosmjerni, a njihov presjek se dobije tako da t uvrstimo u
jednadºbu prvog pravca ili s u jednadºbu drugog.

x1 = t− 2 =
1

3
− 2 = −1.67

y1 = 2t− 2 = 2 · 1

3
− 2 = −1.33

z1 = 2t+ 1 = 2 · 1

3
+ 1 = 1.67

Slika 38: Zadatak rije²en
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Neke zadatke je mogu¢e rije²iti nakon izjedna£avanja h koordinata

Slika 39: Zadatak rije²en 2

Nakon izjedna£avanja h koordinata se dobije da oba pravca prolaze kroz
to£ku T (1, 1, 1, 1), ako oba pravca prolaze kroz istu to£ku, ona im mora biti
sjeci²te. To moºe u²tedjeti veliku koli£inu vremena.

3.2.2 Sjeci²te dvije ravnine u implicitnom obliku

Jednadºba ravnine glasi:

Ax+By + Cz +D = 0 (28)

Detaljnije o ravninama se moºe prona¢i u knjizi na stranici 35. Normala na
ravninu (pravac okomit na ravninu) se moºe i²£itati iz jednadºbe ravnine:

~n =

AB
C

 (29)
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Slika 40: Zadatak

U zadatku su zadane matrice koe�cijenata pojedinih matrica. Jednadºbe
obje matrice glase:

R1...− 3x− 7y − 8z + 2 = 0

R2...− 10x+ 7y − 8z − 8 = 0

Sad zapravo imamo dvije jednadºbe s tri nepoznanice. Kako bismo na-
jlak²e na²li pravac koji je presjeci²te ove dvije ravnine, mogu¢e je prona¢i
dvije to£ke koje leºe na tom pravcu. Na primjer, ako z koordinatu obje
ravnine postavimo na 0, dobit ¢emo jednu to£ku koja je zajedni£ka objema
ravninama (odnosno leºi na pravcu presjeci²ta). To£nije, dobit ¢emo dvije
jednadºbe s dvije nepoznanice koje ¢e nam na poslijetku dati x i y odnosno
to£ku koja leºi na pravcu i u obje ravnine, a £ija je z koordinata jednaka 0.
Uz z = 0:

−3x− 7y + 2 = 0

−10x+ 7y − 8 = 0

x = − 6

13

y =
44

91

Ovime je de�nirana prva to£ka pravca presjeci²ta => T1(− 6
13
, 44

91
, 0). Drugu

moºemo prona¢i na sli£an na£in, samo ovaj put y koordinatu postavimo na
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nulu.
−3x− 8z + 2 = 0

−10x− 8z − 8 = 0

x = −10

7

z =
11

14

Odnosno T2(−10
7
, 0, 11

14
).

Ako za ijednu od koordinata (y i z) ne dobijemo rje²enja dviju jednadºbi
s dvjema nepoznanicama, samo poku²ajte sa drugom koordinatom (x).

Slika 41: Presjek dviju ravnina i dobivene to£ke

Sada kada imamo dvije to£ke, moºemo odrediti jednadºbu pravca u param-
etarskom obliku (formula 26). Znamo da se parametarski oblik sastoji od
koe�cijenta smjera (T2 − T1) i to£ke kroz koju prolazi:
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p =
[
t 1

]
·
[
−10

7
+ 6

13
0− 44

91
11
14
− 0

− 6
13

44
91

0

]
p =

[
t 1

]
·
[
−0.967 −0.484 0.786
−0.462 0.484 0

]
Gornji stupac su koe�cijenti smjera pravca A, B i C, a u donjem stupcu su
x0, y0 i z0.

Slika 42: Zadatak rije²en

3.2.3 Sjeci²te implicitne i parametarske ravnine

Poznato je da se jednadºba ravnine moºe izra£unati pomo¢u tri to£ke koje
ne leºe na istom pravcu (nekolinerane). Parametarski se oblik jednadºbe
ravnine dobije upravo pomo¢u tri to£ke:

R =
[
u v 1

]
·

V1 − V0

V2 − V0

V0

 (30)

=
[
u v 1

]
·

x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0 0
x2 − x0 y2 − y0 z2 − z0 0
x0 y0 z0 h


ili

R = (V1 − V0) · u+ (V2 − V0) · v + V0 (31)

gdje V0, V1 i V2 predstavljaju tri to£ke. Iz parametarskog oblika normala se
moºe dobiti na sljede¢i na£in:

(V1 − V0)× (V2 − V0) = ~n (32)
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Slika 43: Zadatak

U ovom zadatku je cilj izjedna£iti oba oblika jednadºbi ravnine. Kako
smo u prethodnom zadatku imali dvije jednadºbe implicitno zadane, tako
¢emo i ovdje parametarski oblik pretvoriti u implicitni. Jednadºba ravnine
Tr u parametarskom obliku glasi:

Tr =
[
t u 1

]
·

VaVb
Ts


gdje Va predstavlja (V1 − V0), tj. Vb predstavlja (V2 − V0), odnosno Ts je V0.
Kad uvrstimo brojeve:

Tr =
[
t u 1

]
·

−6 −8 −7
5 −2 3
1 9 5


Sada ¢emo taj oblik pretvoriti u implicitni. Prvo ¢e se izra£unati normala
prema izrazu 32:

Va × Vb = ~n−6
−8
−7

×
 5
−2
3

 =

−38
−17
52


Sada imamo jednadºbu ravnine Tr:

−38x− 17y + 52z +D = 0
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a D ¢emo izra£unati tako da preostalu to£ku Ts uvrstimo u novodobivenu
jednadºbu:

−38 · 1− 17 · 9 + 52 · 5 +D = 0

D = −69

Tr...− 38x− 17y + 52z − 69 = 0

Sada kad imamo dvije jednadºbe u implicitnom obliku, zadatak se rje²ava
kao i prethodni (3.2.2).

Slika 44: Zadatak rije²en

3.2.4 Projekcija vektora na vektor - 2D slu£aj

Slika 45: Zadatak
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U ravnini ta dva vektora izgledaju:

Slika 46: Oba vektora u ravnini
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Projekcija jednog vektora na drugi izgleda ovako:

Slika 47: Projekcija vektora ~a na ~b

Nadalje, znamo da je formula skalarnog umno²ka:

~a ·~b = |a| · |b| · cos(α) (33)
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Slika 48: Skalarni umnoºak

Na slici 48 je vidljiva interpretacija skalarnog umno²ka:

~a ·~b = |a| · |ba| = |a| · |b| · cos(α)

|ba| = |b| · cos(α)

|ba| =
~a ·~b
|a|

Odnosno, ba je duljina projekcije vektora ~b na vektor ~a. Sli£nu paralelu
moºemo povu¢i s ovim zadatkom. Iz zadatka moºemo izra£unati duljinu
projekcije vektora ~a na vektor ~b.

|ab| =
~a ·~b
|b|

(34)

Odnosno, kada uvrstimo konkretne vrijednosti:

|ab| =
−54 · 13 + 76 · 59√

132 + 592
= 62.6

Sada kada imamo duljinu projekcije, moºemo jednostavno izra£unati vektor
projekcije. Naime, kako projekcija vektora ab leºi na vektoru ~b, dovoljno
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je duljinu projekcije pomnoºiti s normiranim vektorom ~b kako bismo dobili
vektor projekcije:

~ab = |ab| ·
~b

|b|
S konkretnim vrijednostima:

~ab = 62.6 ·

[
13
59

]
√

132 + 592
=

[
13.4701
61.1336

]

Slika 49: Prikaz projekcije (ruºi£asto)
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Slika 50: Zadatak rije²en

3.2.5 Projekcija vektora na vektor - 3D slu£aj

Kao i u 2D slu£aju, formule vrijede i za 3D slu£aj (3.2.4).

Slika 51: Zadatak rije²en
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3.2.6 Odre�ivanje povr²ine trokuta - 2D slu£aj

Prije rje²avanja zadataka, dobro je znati koristiti kalkulator za ra£unanje
vektora (1).

Slika 52: Zadatak

Povr²inu trokuta zadanog to£kama je najlak²e izra£unati koriste¢i se formu-
lom za duljinu vektorskog umno²ka.

|~a×~b| = |a| · |b| · sin(ϕ) (35)

Slika 53: Duljina vektorskog umno²ka

Sa slike 53 je vidljivo da norma (duljina) vektorskog umno²ka predstavlja
povr²inu paralelograma kojeg dva vektora tvore. Po²to mi u zadatku imamo
trokut, tu isti formulu ¢emo samo podijeliti sa 2. Konkretna formula za
izra£un povr²ine trokuta dana je u nastavku:

P∆ =
|(t2 − t1)× (t3 − t1)|

2
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S tim da je dobro za napomenuti da nije bitno koja se to£ka oduzima od koje
ili kojim redoslijedom se mnoºe razlike to£aka, sve dok razlike to£aka £ine
dva nekolinearna vektora.

Kad se uvrste konkretne vrijednosti za rje²enje se dobije 0.

Slika 54: Zadatak rije²en

3.2.7 Odre�ivanje povr²ine trokuta - 3D slu£aj

U slu£aju 3D trokuta, koriste se isti postupci kao i u 2D slu£aju (3.2.6).

Slika 55: Zadatak rije²en
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3.2.8 Sjeci²te pravca i ravnine - Ravnina zadana implicitnim ob-
likom

Za podsjetnik jednadºbe ravnine zadane u implicitnom obliku: 3.2.2.
Za podsjetnik pravca u parametarskom obliku: 3.2.1.

Slika 56: Zadatak

Prva stvar koju je potrebno napraviti u zadatku je izjedna£iti homogenu
koordinatu pravca s jedinicom. To ¢emo napraviti tako da donji redak ma-
trice podijelimo s -2 u ovom slu£aju. Nakon toga, matrica pravca G1 izgleda
ovako:

G1 =
[
t 1

]
·
[

2 1 −1 0
1
2

−1
2

1
2

1

]
Iz parametarskog oblika znamo da koordinate pravca G1 izgledaju ovako:

x = 2t+
1

2

y = t− 1

2

z = −t+
1

2
Nadalje, jednadºba ravnine R:

x− 2y − 2z − 1 = 0

Kako bismo na²li to£ku presjeci²ta, uvrstimo koordinate pravca G1 u jed-
nadºbu ravnine R:

2t+
1

2
− 2 · (t− 1

2
)− 2 · (−t+

1

2
)− 1 = 0
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t = 0.25

Kako bismo dobili to£ku, dobiveni t uvrstimo u parametarski oblik jednadºbe
pravca.

x = 2 · 0.25 +
1

2
= 1

y = 0.25− 1

2
= −0.25

z = −0.25 +
1

2
= 0.25

Slika 57: Zadatak rije²en
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3.2.9 Sjeci²te pravca i ravnine - Ravnina zadana parametarskim
oblikom

Za podsjetnik pravca u parametarskom obliku: 3.2.1.
Za podsjetnik jednadºbe ravnine zadane u parametarskom obliku: 3.2.3.
Prva stvar koju je potrebno napraviti u zadatku je izjedna£iti homogene

Slika 58: Zadatak

koordinate (najdonji reci) pravca i ravnine s jedinicom. Vidimo da je u za-
datku homogena koordinata ravnine ve¢ 1, ali homogena koordinata pravca
nije. Nakon izjedna£avanja:

G =
[
t 1

]
·
[
−1 −1 1 0
1 1 1

2
1

]
Sljede¢e, prikaºemo x, y i z preko parametara:

pravac: ravnina:
x = −t+ 1 x = −u+ v − 1
y = −t+ 1 y = −2u+ v − 2
z = t+ 1

2
z = u− 2v + 1

Kad izjedna£imo x-eve, y-one i z-ove:

−t+ 1 = −u+ v − 1

−t+ 1 = −2u+ v − 2
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t+
1

2
= u− 2v + 1

Nakon rje²avanja tri jednadºbe s tri nepoznanice, dobije se:

t = 2.5

u = −1

v = −1.5

Kako bismo dobili to£ku presjeci²ta uvrstimo t u jednadºbu pravca ili u i v
u jednadºbu ravnine te za rje²enje se dobije to£ka T (−1.5,−1.5, 3)

Slika 59: Zadatak rije²en

3.2.10 Udaljenost to£ke do pravca - 2D slu£aj

Ako bismo normirali jednadºbu pravca zadanu u implicitnom obliku, uvr²ta-
vanjem bilo koje to£ke u takav oblik, dobili bismo udaljenost to£ke do pravca
(knjiga str. 29).

ax+ by + c = 0

a√
a2 + b2

· x+
b√

a2 + b2
· y +

c√
a2 + b2

= 0 (36)
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Slika 60: Zadatak

Prvo normirano jednadºbu pravca:

− 11√
(−11)2 + 32

· x+
3√

(−11)2 + 32
· y − 12√

(−11)2 + 32
= 0

Nakon toga, u normiranu jednadºbu, uvrstimo koordinate to£ke T i dobijemo
udaljenost to£ke od pravca:

− 11√
(−11)2 + 32

· (−6) +
3√

(−11)2 + 32
· 8− 12√

(−11)2 + 32
= 6.841

Slika 61: Zadatak rije²en

3.2.11 Udaljenost to£ke do pravca - 3D slu£aj

Kako u 3D slu£aju ne postoji jednadºba pravca u implicitnom obliku, ne
moºemo se posluºiti trikom kao u 2D slu£aju. Rje²enje preko skalarnog um-
no²ka se moºe prona¢i na sljede¢em linku https://www.youtube.com/watch?v=gFvo82jINqk.
A ovdje ¢emo rije²iti na drugi na£in. Prvo ¢emo se prisjetiti formule za udal-
jenost dvije to£ke:

d(T1, T0) =
√

(x1 − x0)2 + (y1 − y0)2 + (z1 − z0)2 (37)
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Slika 62: Zadatak

Karakteristi£na matrica pravca je malo nespretno zadana, ona zapravo
izgleda ovako:

G =

[
−13 −13 −13 0

2 4 7 1

]
Prvo treba provjeriti iznos homogene koordinate, te ako nije 1, izjedna£iti s
1. Nekâ to£ka pravca G ima koordinate:

x = −13t+ 2

y = −13t+ 4

z = −13t+ 7

Kada se uvrsti u formulu za udaljenost, dobije se:

d(TG, T ) =
√

(−13t+ 2− 2)2 + (−13t+ 4− 13)2 + (−13t+ 7− 11)2

=
√

(−13t)2 + (−13t− 9)2 + (−13t− 4)2

=
√

169t2 + 169t2 + 234t+ 81 + 169t2 + 104t+ 16

=
√

507t2 + 338t+ 97

Sada treba razmi²ljati na na£in da je potrebna najmanja udaljenost to£ke
od pravca, tj. minimum. Imaju¢i to na umu, potrebna je derivacija funkcije
udaljenosti, a funkcija postiºe minimum kad je derivacija jednaka 0. (De-
riviranje funkcije korijena nije potrebno, postoji malo brºi na£in koji ¢e biti
obja²njen poslije u tekstu ovdje).

d

dt
(d(TG, T )) = 0
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Po pravilu deriviranja korijena i sloºene derivacije

(
√
x)′ =

1

2
√
x

(38)

se dobije
1014t+ 338

2
√

507t2 + 338t+ 97
= 0

Kako u jednadºbi koja sadrºava nepoznanicu u nazivniku, nazivnik ne smije
biti jednak 0, provjeravamo samo brojnik. Sve deriviranje korijena smo mogli
izbje¢i na na£in da smo derivirali kvadrat funkcije udaljenosti i izjedna£ili s
0. Dobili bismo isti rezultat:

d

dt
(d(TG, T )2) = 0

1014t+ 338 = 0

t = −0.33

Na ovaj na£in smo dobili parametar t koji daje to£ku koja leºi na pravcu
okomitom s obzirom na zadani pravac. Da bismo dobili udaljenost, dobiveni
t uvr²tavamo u jednadºbu:

d(TG, T ) =
√

507t2 + 338t+ 97 = 6.377
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Slika 63: Skica dobivenog t i to£ke TG

Slika 64: Zadatak rije²en
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3.2.12 Udaljenost dva pravca - 2D slu£aj

�to se ti£e ra£unanja udaljenosti dva pravca u 2D slu£aju, udaljenost se moºe
jedino ra£unati za paralelne pravce.

Slika 65: Zadatak

Ovdje je najprije dobro provjeriti jesu li dva pravca paralelna. To se moºe
provjeriti gledaju¢i omjere koe�cijenata oba pravca te ako su oni jednaki,
pravci su paralelni.

a1

a2

=
b1

b2

(39)

Konkretno, u zadatku:
7

35
=
−10

−50

Te se zaklju£uje da su pravci paralelni. Da nisu bili paralelni, njihova udal-
jenost bi automatski bila 0 jer imaju presjeci²te. Kako bismo izra£unali
udaljenost, moºemo se posluºiti jednim trikom. To je taj da prona�emo
jednu to£ku na jednom od pravaca, npr. na prvom pravcu. Za x koordinatu
prvog pravca uvrstimo 0 i dobijemo:

−10y = 9

y = − 9

10

Te to£ka T (0,− 9
10

) se nalazi na prvom pravcu. Sad kada imamo to£ku prvog
pravca, uvrstimo ju u normirani oblik jednadºbe drugog pravca i dobijemo
udaljenost. Sli£no kao i u 3.2.10.
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Slika 66: Prikaz pravaca u koordinatnom sustavu i najmanje udaljenosti
izme�u njih

Slika 67: Zadatak rije²en
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3.2.13 Udaljenost dva pravca - 3D slu£aj

Kod 3D slu£aja udaljenosti dvaju pravaca, pravci se mogu nalaziti u tri stanja
- sje¢i se, biti paralelni ili biti mimosmjerni. Udaljenost se ra£una za paralelne
ili mimosmjerne pravce.

Slika 68: Zadatak

I u ovom zadatku su parametarski oblici jednadºbe pravca £udno zadani,
zapravo izgledaju ovako:

G1 =

[
7 5 −4 0
−12 −6 −2 1

]

G2 =

[
5 −14 11 0
1 −3 9 1

]
Prva stvar je izjedna£avanje h koordinata s 1. U ovom zadatku ve¢ jesu pa
ne treba.

Ovaj zadatak ¢emo rije²iti preko vektora. Prvo pitanje na koje ¢emo
odgovoriti je ²to je najmanja udaljenost izme�u dva pravca u 3D prostoru.
Odgovor na to pitanje je duºina koja spaja dvije to£ke (jedna na jednom
pravcu, druga to£ka na drugom pravcu) i koja je okomita na oba pravca
istovremeno. Okomitost u geometriji predstavlja najmanju udaljenost. Na
slici bi to izgledalo ovako:
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Slika 69: Oba pravca u koordinatnom sustavu i najmanja udaljenost izme�u
njih

Po²to zadatak rje²avamo pomo¢u vektora, zamislit ¢emo da se na prvom
pravcu nalazi to£ka P odnosno, na drugom pravcu to£ka Q. Kada spojimo
to£ke P i Q dobit ¢emo vektor ~PQ koji je okomit na oba pravca. To£ka
P (x, y, z) ima koordinate P (7t−12, 5t−6,−4t−2), a to£ka Q ima koordinate
Q(5s + 1,−14s − 3, 11s + 9). Te koordinate su samo raspisan parametarski
oblik jednadºbe oba pravca.

Kako smo zadali da najmanja udaljenost izme�u dva pravca je vektor ~PQ
koji je okomit na oba pravca, moºemo zaklju£iti kako je skalarni umnoºak
vektora ~PQ i vektora smjera oba pravca jednak 0.

~PQ · ~g1 = 0

~PQ · ~g2 = 0
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gdje su g1 i g2 vektori smjera pravaca.
Dobro je za prisjetiti se ²to predstavlja parametarski oblik jednadºbe

pravca. On se sastoji od vektora smjera pravca i to£ke kroz koju prolazi. Na
ovaj na£in imamo sve potrebne podatke za rje²avanje zadatka.

Vektor ~PQ se dobije:

~PQ =

xG2 − xG1

yG2 − yG1

zG2 − zG1


odnosno:

~PQ =

 5s+ 1− (7t− 12)
−14s− 3− (5t− 6)
11s+ 9− (−4t− 2)

 =

 5s− 7t+ 13
−14s− 5t+ 3
11s+ 4t+ 11


g1 i g2 i²£itamo iz parametarskog oblika jednadºbe pravaca (gornji redak

matrice):

g1 =

 7
5
−4


g2 =

 5
−14
11


Sada rje²avamo:

~PQ · ~g1 =

 5s− 7t+ 13
−14s− 5t+ 3
11s+ 4t+ 11

 ·
 7

5
−4

 = 0

Iz £ega dobijemo:

35s− 49t+ 91− 70s− 25t+ 15− 44s− 16t− 44 = 0

−79s− 90t+ 62 = 0

Odnosno drugi pravac daje:

~PQ · ~g2 =

 5s− 7t+ 13
−14s− 5t+ 3
11s+ 4t+ 11

 ·
 5
−14
11

 = 0
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342s+ 79t+ 144 = 0

Kada se rije²e dvije jednadºbe s dvije nepoznanice, dobije se:

s = −0.7277

t = 1.3277

a kako bismo dobili duljinu, dovoljno je izra£unati duljinu vektora ~PQ.

d =
√

(xQ − xP )2 + (yQ − yP )2 + (zQ − zP )2

d =
√

(5s− 7t+ 13)2 + (−14s− 5t+ 3)2 + (11s+ 4t+ 11)2

Odnosno, kad se uvrste dobiveni s i t, dobije se

d = 10.5778

Slika 70: Zadatak rije²en

3.2.14 Odre�ivanje poligona za zadani skup to£aka i uvjeta

Zamislimo da se kre¢emo od po£etne to£ke brida, do zavr²ne to£ke brida.
Sve lijevo od nas je iznad pravca, a sve desno od nas je ispod pravca. Za ovaj
zadatak to je jedino bitno.
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Slika 71: Zadatak

Ovaj zadatak ima puno rje²enja, primjerice, za brid a moºemo uzeti za
po£etnu to£ku T1(−7.00,−9.29) ,a za zavr²nu T2(7.47,−6.79)
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Slika 72: Brid a koji zadovoljava uvjete dane u tablici

Sve to£ke su IZNAD (lijevo od) brida a, osim to£ke 2. Kona£ni poligon
bi mogao izgledati:
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Slika 73: Zadatak rije²en

3.3 Transformacija pogleda i projekcije

3.3.1 Projekcija duºine na ravninu

Postoje dvije vrste projekcija koje se obra�uju u kolegiju, paralelna i per-
spektivna. Vi²e o njima u knjizi na stranici 113.

Za perspektivnu projekciju je dobro za zapamtiti da postoji centar pro-
jekcije, tzv. o£i²te iz kojeg se vuku pravci u smjeru objekta te ga ocrtavaju
na ravnini. Pogledaj sliku 75.

77



Slika 74: Zadatak

Slika 75: Prikaz perspektivne projekcije duºine na ravninu
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Zna£i ideja bi bila sljede¢a - prona¢i sjeci²ta pravaca na kojima leºe duºine
CV1 i CV2 s ravninom R. Najlak²e je prona¢i sjeci²te pravca zadanog u
parametarskom obliku i implicitno zadane jednadºbe ravnine (podsjetnik
3.2.8). Jednadºbe pravaca:

CV1 =
[
t 1

]
·
[
−8 −17 −30 0
36 38 40 1

]

CV2 =
[
t 1

]
·
[
−14 −14 −31 0
36 38 40 1

]
Kada uvrstimo x, y i z oba pravca u jednadºbu ravnine, dobije se:

t1 = 2.0897

t2 = 1.965

Kada se t-ovi uvrste u jednadºbe pravca, dobije se:

x1 = 19.28 x2 = 8.49

y1 = 2.475 y2 = 10.49

z1 = −22.69 z2 = −20.92

Te to su upravo to£ke V ′1 i V ′2 .

Slika 76: Zadatak rije²en
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3.3.2 Podudaranje dva koordinatna sustava - Jednostavni slu£aj

Za ovaj zadatak potrebno je dobro prou£iti knjigu od stranice 118. nadalje.
Formule koje je dobro znati su:

Translacija

T =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
−∆x −∆y −∆z 1

 (40)

Rotacija oko x-osi CCW

Rx =


1 0 0 0
0 cos(α) sin(α) 0
0 −sin(α) cos(α) 0
0 0 0 1

 (41)

Rotacija oko y-osi CCW

Ry =


cos(β) 0 −sin(β) 0

0 1 0 0
sin(β) 0 cos(β) 0

0 0 0 1

 (42)

Rotacija oko z-osi CCW

Rz =


cos(γ) sin(γ) 0 0
−sin(γ) cos(γ) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 (43)

Detaljnija obja²njenja ¢e biti prikazana kroz zadatak.
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(a) Prikaz problema (b) Upravljanje transformacijama

Slika 77: Zadatak

Preporuka je kod ovakvih zadataka raditi vjerodostojne skice koordinat-
nih sustava, kako nikako ne bi do²lo do pogre²nog rezultata.
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U malo ljep²em koordinatnom sustavu to bi izgledalo (samo u ovom
slu£aju su zamijenjene boje - CMYK je sustav nad kojim radimo transfor-
macije):

Slika 78: Ljep²i prikaz

Kao i u 2D slu£aju, prva stvar koju je potrebno napraviti je podudariti
ishodi²ta zadanih koordinatnih sustava. Nad RGB koordinatnim sustavom
se rade transformacije u zadatku. To zna£i da ¢e se ishodi²te tog sustava
poklopiti sa CMYK

T =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

−0.96 1.44 0.78 1


Nakon provedene translacije mijenjaju se osi

x = [1, 0, 0]

y = [0, 0.44, 0.88]
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z = [0,−0.9, 0.44]

A na slici bi to izgledalo

Slika 79: Prikaz nakon translacije

Na slici 79 je vidljivo da su se x-osi ve¢ podudarile, sada je potrebno
odrediti kut pod kojim je potrebno zarotirati oko x-osi kako bi se poklopile
i preostale osi. Promotrimo y-os sustava koji transformiramo i to£ku Y koja
ima koordinate Y (0, 0.44, 0.88)
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Slika 80: Uve¢an prikaz translatiranog koordinatnog sustava

Kako bismo izra£unali kut β moºemo se posluºiti Pitagorinim pou£kom i
de�nicijom kosinusa

c2 = a2 + b2 (44)

sin(β) =
nasuprotna kateta

hipotenuza
(45)

cos(β) =
prilezeca kateta

hipotenuza
(46)

Sada sa slike 80 je vidljivo da je

cos(β) =
yY√
y2
Y + z2

Y

=
0.44√

0.442 + 0.882
= 0.4472

sin(β) =
zY√

y2
Y + z2

Y

=
0.88√

0.442 + 0.882
= 0.8944

Da bi se y-osi poklopile, potrebno je rotirati za kut β u smjeru suprotnom
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od kazaljke na satu oko x-osi (formula 41):

R =


1 0 0 0
0 0.4472 −0.8944 0
0 0.8944 0.4472 0
0 0 0 1


Kada bismo svaku od po£etnih to£aka preko kojih je zadan RGB sustav pom-
noºili s matricom T pa s matricom R, dobili bismo poklopljene koordinatne
sustave. Time je zadatak rije²en, tj. to su dvije matrice koje je potrebno
upisati u zadatak.

Slika 81: Prikaz nakon obje transformacije
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(a) Prikaz problema (b) Upravljanje transformacijama

Slika 82: Zadatak rije²en

3.3.3 Podudaranje dva koordinatna sustava - Sloºeniji slu£aj

Kod ovog zadatka ¢e se koristiti dosta formula iz prethodnog potpoglavlja
3.3.2. Osim toga, koncept rje²avanja je dosta sli£an kao u prethodnom pot-
poglavlju. Jako je bitno koristiti skice, jer je na taj na£in najlak²e odrediti
za koje kutove treba rotirati.
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(a) Prikaz problema (b) Upravljanje transformacijama

Slika 83: Zadatak

Kao i u prethodnom zadatku, prvo ¢e se koordinatni sustavi poklopiti u
ishodi²tu:

T =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

−0.65 1.88 0.88 1


Nakon ²to su sustavi poklopljeni u ishodi²tu, sljede¢i korak je pogledati

poklapaju li se koje od osi. Ako se ne poklapaju, potrebno ih je poklopiti.

87



(a) Sustavi nakon translacije u
ishodi²te

(b) Prikaz kako x-os sustava leºi u xz ravnini (y=0)

Slika 84: Ljep²i prikaz

Na slikama 84 je CMYK sustav sustav nad kojim vr²imo transformacije.
(x-osi -> crvena i cijan, y-osi -> zelena i magenta i z-osi -> plava i ºuta)

Nakon translacije (x ·T ), nove vrijednosti to£aka sustava koji transformi-
ramo su:

x′ = [0.92, 0,−0.39]

y′ = [0.35, 0.46, 0.82]

z′ = [0.18,−0.89, 0.42]

Sa slike 84 b) je vidljivo kako x-os ve¢ leºi u ravnini xz pa ¢emo od nje krenuti
s matricama rotacije.
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Slika 85: Odabir kuta rotacije

Cijan os je x-os sustava koji je potrebno rotirati. Sa slike 85 je vidljivo
da ju treba rotirati "prema gore" za kut β, odnosno u smjeru CW oko y-
osi. U pomo¢ opet dolaze de�nicije kuta preko sinusa i kosinusa te Pitagorin
pou£ak. Odnosno

cos(β) =
|x′x|√
x′2
x + x′2

z

=
|0.92|√

0.922 + 0.392

sin(β) =
|x′z|√
x′2
x + x′2

z

=
| − 0.39|√

0.922 + 0.392

Ovdje je bitno za primijetiti da je x′z zapravo -0.39, ali po²to rotiramo u CW,
bitno je da negativnu vrijednost sinusa kuta postavimo u tre¢i redak i prvi
stupac kako bismo zadovoljili rotaciju u CW smjeru:

Ry =


cos(β) 0 sin(β) 0

0 1 0 0
−sin(β) 0 cos(β) 0

0 0 0 1


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=


0.9206 0 0.3903 0

0 1 0 0
−0.3903 0 0.9206 0

0 0 0 1


Sada kada po£etne to£ke sustava pomnoºimo s obje dobivene matrice, nove

Slika 86: Sustav nakon rotacije oko y-osi

to£ke glase:
x′′ = [1, 0, 0]

y′′ = [0, 0.46, 0.89]

z′′ = [0,−0.89, 0.46]
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Sada sve osi leºe u ravninama te ih je jo² jednom rotacijom potrebno
poklopiti. Moºemo, primjerice, rotirati oko x-osi u smjeru CW za kut α.
Slika:

Slika 87: Odabir kuta druge rotacije

Opet, uz pomo¢ Pitagorinog pou£ka i de�nicije sinusa i kosinusa kuta:

cos(α) =
|0.46|√

0.462 + 0.892

sin(α) =
|0.89|√

0.462 + 0.892

Rx =


1 0 0 0
0 0.4591 −0.8883 0
0 0.8883 0.4591 0
0 0 0 1


Te su to tri matrice koje je potrebno iskoristiti kako bi se sustavi poklopili.
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(a) Prikaz problema (b) Upravljanje transformacijama

Slika 88: Zadatak
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Dodatno se u ovom zadatku moºe pojaviti da niti jedna od osi ne leºi
niti u jednoj od ravnina. Tada je potrebno prvo jednu od osi zarotirati u
pripadaju¢u ravninu pa onda nastaviti s rje²avanjem zadatka. Na primjer,
kada bismo u ovom zadatku prvo z-os postavili u yz ravninu. Zna£i, rotirali

(a) Sustavi nakon translacije u
ishodi²te

(b) Kut za koji bismo rotirali z-os kako bi legla u yz ravninu

Slika 89: Ljep²i prikaz

bismo za kut γ u smjeru kazaljke na satu oko z-osi. �uto je z-os nakon
translacije u ishodi²te, zna£i promatramo to£ku z′ = [0.18,−0.89, 0.42]

cos(γ) =
| − 0.89|√

0.182 + 0.892

sin(γ) =
|0.18|√

0.182 + 0.892

Rz =


0.9802 −0.1982 0 0
0.1982 0.9802 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


Odnosno na slici bi to sad izgledalo:
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(a) Nakon rotacije oko Rz

(b) Nakon rotacije oko Rz

Slika 90: Ljep²i prikaz
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3.3.4 View-up vektor

Prvo treba znati ²to je View-up vektor. To je vektor koji nam govori koji
je smjer prema gore. To£nije, ozna£ava smjer y-osi. Kako view-up vektor
uglavnom zadaje korisnik, on ne mora uvijek biti to£no zadan, nego aproksi-
mativno. Stoga, to£an smjer y-osi se odre�uje uz pomo¢ vektorskog umno²ka
²to ¢e biti prikazano kroz zadatak. Za dodatna obja²njenja posjetiti knjigu
od stranice 128.

Nadalje, treba razlikovati lijevi i desni koordinatni sustav:

(a) Desni koordinatni sustav (b) Lijevi koordinatni sustav

Slika 91: Koordinatni sustavi

Po pravilu desne ruke za vektorski umnoºak se dobije - Desni koordinatni
sustav:

x = y × z

y = z × x

z = x× y

Na£in na koji je ovo mogu¢e lako zapamtiti je sljede¢i... Uzmimo xyz (x =
y × z) i kruºno zarotirajmo, dobijemo zxy (z = x× y), itd...
Lijevi koordinatni sustav:

x = z × y

y = x× z
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z = y × x

Lijevi koordinatni sustav je samo obrnut od desnog.

Nadalje, treba razlikovati o£i²te i gledi²te.
O£i²te -> odakle gledamo
Gledi²te -> u ²to gledamo
Ravnina projekcije je ravnina okomita na vektor o£i²te-gledi²te te to£ka
gledi²ta leºi u toj ravnini. Zna£i, vektor o£i²te-gledi²te je normala projekci-
jske ravnine (lako za dobiti parametarski oblik ravnine 3.2.3).

Slika 92: Zadatak

Slika 93: Prikaz view-up vektora i vektora o£i²te-gledi²te u koordinatnom
sustavu
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Sa slike 93 je vidljivo da vektori o£i²te-gledi²te i view-up nisu nikako pod
pravim kutom. Odnosno, vektor view-up moºe biti aproksimativno zadan.

U ovakvim zadacima je bitno za napomenuti da je vektor o£i²te-gledi²te
predstavljen kao konkretna z-os, a view-up kao aproksimativna y-os.

Imamo te dvije osi, tre¢u, x-os moºemo dobiti preko vektorskog umno²ka
(jer vektorski umnoºak daje vektor okomit na oba vektora). Ako u obzir
uzmemo da je ovo desni koordinanti sustav, x-os glasi:

x = y × z = view − up× ~OG =

10
2
7

×
4

5
1

 =

−33
18
42


Sada kada imamo x-os moºemo izra£unati pravu vrijednost y-osi opet vek-
torskim umno²kom:

y = z × x = ~OG× x =

4
5
1

×
−33

18
42

 =

 192
−201
237


Nakon toga normiramo x i y osi

~x

|x|
=
−33i+ 18j + 42k√
(−33)2 + 182 + 422

= −0.59i+ 0.32j + 0.75k =

−0.59
0.32
0.75


~y

|y|
=

 0.53
−0.55
0.65


I to su kona£na rje²enja zadatka.
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Slika 94: Kona£ni koordinatni sustav koji se dobije kad se vektor o£i²te-
gledi²te translatira u ishodi²te te okrene mu se smjer (cijan - x-os, magenta
- y i ºuta - z-os)

Slika 95: Zadatak rije²en
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4 Rasterska gra�ka

4.1 Bresenhamov postupak

Za detaljniji opis Bresenhamovog algoritma posjetiti knjigu od stranice 69.
Pseudokod algoritma:

//U zadatku se k o r i s t i s l j e d e c a v e r z i j a pseudokoda
// ( ko ja j e pod lozna malim modi f ikac i jama ovisno o
// po l o za j u tocaka ) :
void bresenham_nacrtaj ( int xs , int ys , int xe , int ye ){

// ovd je se v r s i zamjena koord ina ta
int x , yc ;
double a , y f ;
a=(ye−ys )/ (double ) ( xe−ye ) ;
yc=ys ; y f =−0.5;

for ( x = xs ; x <= xe ; x++ ){
o s v i j e t l i _ p i x e l (x , yc ) ;
// i l i o s v i j e t l i _ p i x e l ( yc , x ) ako j e i z v r s ena
// zamjena koord inata
yf=yf+a ;
i f ( y f >= 0 . ) {

y f=yf −1.0;
yc=yc+1;

}
}

}

gdje slovo D predstavlja yf . Treba paziti odnos to£aka T0 i T1, tj.
ho¢e li se koristiti yc = yc + 1.0 ili yc = yc − 1.0 te ho¢e li se vr²iti zamjena
koordinata to£aka te treba li a pomnoºiti s -1. Uglavnom, a treba uvijek
biti pozitivan i izme�u 0 i 1, a ako je pravac usmjeren prema dolje, yc treba
umanjivati za 1 te ako je kut izme�u −45◦ i 45◦ ne treba mijenjati koordinate
(ako nije izme�u ta dva kuta,onda treba). Ako su kutevi izme�u 45◦ i 90◦

onda je zamjena:
x = xe xe = ye ye = x

y = xs xs = ys ys = y
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Ako su kutevi izme�u −45◦ i −90◦ onda je zamjena:

x = xe xe = ys ys = x

y = xs xs = ye ye = y

Slika 96: Zadatak

Slovo D je yf
Krenimo redom, gledaju¢i odnos to£aka T0 i T1 vidimo da leºe na pravcu

koji je pod kutem s obzirom na x-os izme�u 0◦ i −45◦. To zna£i da ¢e a biti
negativan pa ¢e ga trebati pomnoºiti s -1, yc ¢e se umanjivati za 1 te ne¢e
biti potrebna zamjena koordinata.

Ako na prvu to sve ne vidite, kada krenete uvr²tavati u algoritam, vidjet
¢e se nedoslijednosti pa ¢ete znati da je ne²to krivo.

Pretpostavimo da donji lijevi crni pravokutnik ima koordinate (x=0,
y=0). S obzirom na to, T0 tada ima koordinate T0(0, 8), a T1(9, 3).

Krenimo onda redom s algoritmom 4.1:

a =
−(3− 8)

9− 0

yc = 8
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yf = −0.5

for(x = 0;x <= 9;x+ +)

osvijetli_pixel(0, 9)

yf = −0.5 +
5

9
=

1

18

Po²to je yf ve¢i od 0, umanjujemo ga za jedan

yf =
1

18
− 1 = −17

18

yc = 8− 1 = 7

Time je prva iteracija petlje zavr²ena i ona se odnosi na to£ku T0. Sada
je na redu druga iteracija.

x = 1

osvijetli_pixel(x, yc) = osvijetli_pixel(1, 7)

�to zna£i da prelazimo na sljede¢i piksel koji treba osvijetliti

Slika 97: Piksel koji je potrebno kliknuti kako bi se osvijetlio i u njega je
potrebno upisati yf = −0.389
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yf = −17

18
+

5

9
= − 7

18
= −0.389

Po²to je yf negativan, prelazimo u sljede¢u iteraciju petlje. I prate¢i algori-
tam rje²avamo zadatak.

Slika 98: Zadatak rije²en
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Slika 99: Zadatak u kojem je bila potrebna zamjena koordinata rije²en

103



4.2 DDA algoritam

(Presko£i ovu stranicu ako te ne zanimaju detalji, nije bitno za rje²avanje
zadatka)
DDA je skra¢enica od Digital Diferential Analyzer. Dva kra¢a videa koja
obja²njavaju postupak:
https://www.youtube.com/watch?v=OkH3_GdesKY
https://www.youtube.com/watch?v=Gn-XVhhXLMU
Te jedan duºi koji detaljno obja²njava svaki korak:
https://www.youtube.com/watch?v=W5P8GlaEOSI

Pseudokod algoritma:

void DDA( int xs , int ys , int xe , int ye ){
int dx , dy , step , i ;
double xinc , yinc , x , y ;

dx = xe − xs ;
dy = ye − ys ;

i f ( | dx | > | dy | ) {
s tep = | dx | ;

}
else {

step = | dy | ;
}

x inc = dx/ step ;
y inc = dy/ step ;
x = xs ;
y = ys ;

o s v i j e t l i _ p i x e l ( zaokruz i ( x ) , zaokruz i ( y ) ) ;

for ( i =0; i<step −1; i++){
x+=xinc ;
y+=yinc ;
o s v i j e t l i _ p i x e l ( zaokruz i ( x ) , zaokruz i ( y ) ) ;

}

104

https://www.youtube.com/watch?v=OkH3_GdesKY
https://www.youtube.com/watch?v=Gn-XVhhXLMU
https://www.youtube.com/watch?v=W5P8GlaEOSI


}

Algoritam koji se koristi u zadatku izgleda ovako
(http://www.zemris.fer.hr/predmeti/irg/predavanja/4_rasterska.pdf):

void DDA( int x0 , int y0 , int x1 , int y1 ){
x i = x0 ;
x f = −0.5;
mi = ( x1 − x0 ) div ( y1 − y0 ) ;
mf = ( x1 − x0 )/ ( y1 − y0)− mi ;
for ( y = y0 ; y <= y1 ; y=y+1) {

c r t a j ( xi , y ) ;
x i = x i + mi ;
x f = xf + mf ;
i f ( xf >=0) {

x i = x i + 1 ;
x f = xf − 1 ;

}
}

}

Gdje funkcija div predstavlja cjelobrojno dijeljenje (5 div 2 = 2).

Slika 100: Zadatak
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Uzimaju¢i u obzir ²to zadatak kaºe koordinate to£aka su T0(0, 2) te T1(9, 9).
Sada kad imamo koordinate, samo ih uvr²tavamo u algoritam.

xi = 0

xf = −0.5

mi = (9− 0) div (9− 2) = 1

mf =
9

7
− 1 =

2

7

for(y = 2; y <= 9; y + +)

crtaj(0, 2)

xi = 0 + 1 = 1

xf = −0.5 +
2

7
= − 3

14

Ovo je kraj prve iteracije koja vrijedi za T0. Sada kre¢e druga iteracija

y = 3

crtaj(1, 3)

xi = 1 + 1 = 2

xf = − 3

14
+

2

7
=

1

14
= 0.071

Po²to je xf ve¢i od nule, ulazi u if

xi = 2 + 1 = 3

xf =
1

14
− 1 = −13

14

I tako dalje prolazimo kroz for petlju.
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Slika 101: Zadatak rije²en
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5 Modeliranje i reprezentacija objekata

5.1 Reprezentacija objekta

5.1.1 OpenGL strukture podataka - Jednostavniji slu£aj

Sve gra�£ke primitive koji se mogu pojaviti u zadatku i obja²njenja, mogu¢e
je prona¢i u knjizi na stranici 10. Kratki opis svake:

GL_POINTS -> zada li se n to£aka toliko ¢e ih se i nacrtati
Pseudokod koji je sli£an za sve gra�£ke primitive:

g lBeg in (GL_POINTS) ;
g lVe r t ex2 i (3 , 3)
g lVe r t ex2 i (2 , 1)

glEnd ( ) // cr ta d v i j e tocke

Slika 102: GL_POINTS

GL_LINES -> svake dvije to£ke se tuma£e kao jedna linija, n to£aka, n/2
linija

Slika 103: GL_LINES
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GL_LINES_STRIP -> n to£aka za n− 1 linija, poluotvoren poligon

Slika 104: GL_LINE_STRIP

GL_LINE_LOOP -> n to£aka daje n linija, zatvoreni poligon

Slika 105: GL_LINE_LOOP

GL_TRIANGLES -> zadane to£ke se grupiraju po tri te £ine trokut, za
n to£aka se dobije n/3 trokuta Za 6 to£aka:

Slika 106: GL_TRIANGLES
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GL_TRIANGLE_STRIP -> n to£aka za n − 2 trokuta (T0-T1-T2,
T1-T2-T3, T2-T3-T4,...)

Slika 107: GL_TRIANGLE_STRIP

GL_TRIANGLE_FAN -> n to£aka u n − 2 trokuta koji dijele jedan
zajedni£ki (po£etni) vrh

Slika 108: GL_TRIANGLE_FAN
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GL_QUADS -> sve to£ke se grupiraju po 4, n to£aka, n/4 £etverokuta

Slika 109: GL_QUADS

GL_QUAD_STRIP -> to£ke se tuma£e kao povezani £etverokuti (T1-
T2-T4-T3, T3-T4-T6-T5, ...), n to£aka za n/2− 1 £etverokuta

Slika 110: GL_QUAD_STRIP
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GL_POLYGON -> crta se jednostavan konveksan poligon zadan to£kama.
Npr. za 5 to£aka:

Slika 111: GL_POLYGON
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Slika 112: Zadatak

Kako u zadatku imamo zadane GL_QUAD_STRIP znamo da 8 to£aka
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£ini n/2 − 1 = 3 £etverokuta. Tri £etverokuta je potrebno prikazati po-
mo¢u 6 trokuta. Po²to se radi o GL_TRIANGLES, svaki trokut treba cr-
tati zasebno ²to zna£i da ¢e nam za prikaz ovog poligona biti potrebno 18
to£aka. Krenimo od prve to£ke i nacrtajmo prvi trokut, njegovi vrhovi su
T1(−9,−7), T2(−6, 0), T3(−5,−6)

Slika 113: Nacrtan prvi trokut

Kako tijelo treba biti bez prekida i popunjeno, sljede¢i trokut glasi T2(−6, 0), T3(−5,−6), T4(−2, 1)
I tako nastavljamo dalje...
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Slika 114: Nacrtan drugi trokut
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Slika 115: Zadatak rije²en
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5.1.2 OpenGL strukture podataka - Potencijalno sloºeniji slu£aj

Za de�nicije primitiva posjetite prethodno potpoglavlje 5.1.1. Krenimo re-

Slika 116: Zadatak
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dom, imamo poligoni £iji je n = 4, odnosno, £etverokut. �etverokut se sastoji
od dva trokuta. A kako radi GL_TRIANGLE_STRIP? Zadaju se tri to£ke
za trokut, £etvrta to£ka koja se zada, automatski povezuje prethodne dvije i
£etvrtu. Stoga, u ovom zadatku treba biti oprezniji. Naime, moºete krenuti
rje²avati redom to£ke i tako ih i upisati te bi se na prvi pogled dobio korektan
rezultat.

Slika 117: Krivi redoslijed to£aka
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Ali kada bismo dodali £etvrtu to£ku

Slika 118: GRE�KA!
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Korektno rje²enje je prikazano u nastavku (obratite paºnju na redoslijd
to£aka)

Slika 119: Zadatak rije²en
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5.2 Strukture podataka

5.2.1 Krilati brid - popunjavanje tablice

Obja²njenje tablice krilatog brida se moºe prona¢i na sljede¢em linku na 22.
slajdu
http://www.zemris.fer.hr/predmeti/irg/predavanja/5_modeliranje.pdf
Ukratko, krilati brid je tablica koja se sastoji od tri podtablice:

� tablica bridova, a ona se sastoji od

� koji vrhovi £ine brid (po£etni, zavr²ni)

� koji poligoni £ine brid (lijevi, desni)

� bridovi lijevog poligona (brid koji prethodi, brid koji slijedi)

� bridovi desnog poligona (brid koji prethodi, brid koji slijedi)

� tablica vrhova

� jedan brid (bilo koji)

� tablica poligona

� jedan brid (bilo koji)

Ina£e, krilate bridove nije te²ko odrediti, pogotovo ako malo bolje prou£ite
slajdove, ali u ovom zadatku je malo zeznutije. Jedna od stvari koju je
potrebno prisjetiti se je ta da ako imamo po£etni vrh brida i zavr²ni vrh
brida, te ako zamislimo da stojimo na tom bridu i kre¢emo se od po£etnog
brida do zavr²nog, moºemo odrediti ²to je desno od nas, a ²to lijevo.

Popis krila za pojedini brid su svi bridovi koji, brid koji promatramo, dodiruju
u vrhovima od kojih je sa£injen.
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Slika 120: Zadatak

�to se ti£e tablice vrhova za svaki vrh upisujemo jedan od tri brida koji
vrh £ini. Zna£i za vrh V1 moºemo upisati e5, e3 ili e4, tako i za ostale vrhove.
Zna£i nije bitno koji brid izaberemo. Ista stvar je i s poligonima. Na primjer,
za poligon P1 moºemo izabrati bilo koji od tri brida koji ga £ine e1, e3 ili e4.

Stvar postaje ozbiljnija kada po£nemo rje²avati tablicu bridova. Krenimo
redom s bridom e1. Brid e1 £ine vrhovi V3 i V4. Koji je prvi vrh, a koji drugi,
nije ba² bitan redoslijed, no konzistentnosti radi, vrh s manjim indeksom
neka bude prvi, a vrh s ve¢im indeksom drugi. Stoga, za prvi vrh kod brida
e1 upisuje se V3, a drugi vrh je V4.

Kada smo odredili koji je prvi vrh, a koji drugi, vrijeme je da odredimo
koji je desni poligon, a koji lijevi. To se radi na slijede¢i na£in. Zamislimo
da se kre¢emo iz po£etnog vrha (V3) u zavr²ni (V4) ²etaju¢i se tako da se
nalazimo izvan poligona. Desno od nas se nalazi poligon P1, a lijevo od nas
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se nalazi poligon P4.

Sada kada su i poligoni odre�eni potrebno je odrediti krilate bridove. 12
zna£i da gledamo prvi vrh, u ovom slu£aju V3 te desni poligon (jer se na
desnom poligonu nalazi desni brid), u ovom slu£aju P1. Kako promatramo
vrh V3, brid e1 i poligon P1 desni brid ¢e biti e4 i to upisujemo u tablicu pod
12. Za²to ba² e4? Jer je u sklopu poligona P1 i sadrºi vrh V3. Drugi brid koji
zadovoljava ta dva uvjeta je brid e1, ali kako njega promatramo, ne moºemo
ga staviti na mjesto 12. Da kojim slu£ajem ne postoji desni poligon, onda
bismo na mjesto 12 morali staviti brid e1.

Pod 11 promatramo prvi vrh (V3) i lijevi brid (P4). Procedura je ista te
zaklju£ujemo kako na mjesto 11 treba i¢i e6.

Pod 22 gledamo drugi vrh (V4) i desni brid (P1). Procedura je ista te za-
klju£ujemo da pod 22 ide ide e3.

Pod 21 ide drugi vrh (V4) i lijevi brid (P4). Procedura je ista te zaklju£ujemo
da pod 21 ide brid e2.

Isti postupak ponovimo za sve bridove i dobije se rje²enje. Napomena: ako
se vrhovi zamijene, mijenjaju se lijevi i desni poligon pa tako i krilati bridovi.
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Slika 121: Zadatak rije²en
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5.2.2 Pretvorbe razli£itih struktura podataka

Obja²njenja pojedinih tablica su dostupna na http://www.zemris.fer.hr/predmeti/irg/predavanja/5_modeliranje.pdf
od slajda 17. S istog linka su preuzete i prve tri slike ovog potpoglavlja.
Ukratko:

� Tablica poligona

� sastoji se od poligona i vrhova koji £ine poligon (vrhovi su prikazani
preko koordinata)

� redoslijed vrhova odre�uje orijentaciju poligona

� Tablice vrhova i poligona

� tablica vrhova se sastoji od vrhova i njihovih koordinata

� tablica poligona se sastoji od vrhova koji £ine poligon

� redoslijed vrhova odre�uje orijentaciju poligona

� Tablice bridova, vrhova i poligona

� tablica vrhova se sastoji od vrhova i njihovih koordinata

� tablica bridova se sastoji brida i vrhova koji £ine taj brid

� tablica poligona se sastoji od poligona i bridova koji £ine taj
poligon

� redoslijed bridova odre�uje orijentaciju poligona

� redoslijed vrhova odre�uje orijentaciju brida

� Liste susjednosti

� tablica bridova

* koji vrhovi £ine brid
* koji bridovi su susjedni (diraju prvi ili drugi vrh)
* koji poligoni £ine brid

� tablica vrhova

* susjedni vrhovi
* bridovi koje taj vrh sa£injava
* poligoni koje taj vrh sa£injava
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� tablica poligona

* vrhovi od kojih je sa£injen
* bridovi od kojih je sa£injen
* susjedni poligoni

� Krilati brid - posjeti prethodno potpoglavlje 5.2.1

(a) Tablica poligona

(b) Tablica vrhova i poligona

(c) Liste susjednosti

Slika 122: Tablice
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Postoji nekoliko vrsta zadataka koje se mogu pojaviti, ovdje ¢e biti ri-
je²ena tri. Prvi slu£aj je da imamo tablicu bridova, vrhova i poligona u
kojoj nam je zadano tijelo, a trebamo ispisati tablicu vrhova i poligona.

Slika 123: Zadatak 1
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(a) INFO Tablice bridova, vrhova i poligona (b) INFO Tablice vrhova i poligona

Slika 124: INFO-i

Za sve ove zadatke je dobro napraviti skicu. Kako se tijelo koje je zadano
sastoji od 4 vrha, 6 bridova i 4 poligona, zaklju£ujemo da se radi o tetrae-
dru. Skiciranje je uvijek najbolje zapo£eti crtanjem poligona. Krenimo s
poligonom F1. Pi²e da se sastoji od bridova e5, e1 i e4. Skica bi mogla izgle-
dati:

Slika 125: Poligon F1

Nije bitno stavimo li na mjesto e1 brid e4 ili obrnuto, dok god su vrhovi
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podudarni. Sada pogledajmo koji vrhovi £ine skicirane bridove. Brid e5 £ine
vrhovi V4 i V3, brid e1 £ine vrhovi V4 i V2 te brid e4 £ine vrhovi V2 i V3. I to
ozna£imo na skici kako bi se podudarilo (bitno je da se vrhovi podudare).

(a) Prva skica (b) Druga skica

Slika 126: Mogu¢e skice

Nastavljamo sa skicom a). Sada kada smo to rije²ili, za rje²enje kod
poligona F1 u tablici vrhova i poligona moºemo upisati 2 4 3 ili 3 2 4 ili
4 3 2. Za²to ba² taj redoslijed? Jer u tablici bridova, vrhova i poligona
je orijentacija poligona zadana preko redoslijeda bridova (u ovom slu£aju
bridovima e5 e4 e1). Uzet ¢emo 2 4 3.
Sada iz tablice bridova, vrhova i poligona pogledajmo drugi poligon i njega
dodajmo na na²u skicu. Kako je poligon F2 zadan bridovima redom e3, e6 i

Slika 127: Poligoni F1 i F2

e4 u tablicu vrhova i poligona upisujemo vrhove 1 3 2 u tom redoslijedu.

Na taj na£in nastavljamo dalje i rje²avamo zadatak.
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Slika 128: Kona£na skica

Slika 129: Zadatak 1 rije²en
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Drugi slu£aj koji se moºe pojaviti je da imamo zadano tijelo tablicom
krilatog brida,a potrebno ga je prikazati preko tablice vrhova i poligona.

Slika 130: Zadatak 2
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Slika 131: INFO za krilate bridove

Kao i u prethodnom slu£aju, krenemo od skice poligona. Prvo ¢emo
skicirati poligon F1. Promatrajmo tablicu krilatih bridova. U tablici poligona
je napisan brid koji ¢e odrediti smjer poligona (pogledaj INFO za krilate
bridove 131). Orijentaciju poligona F1 odre�uje brid e4.
Gledaju¢i stupce S1 i S2 zaklju£ujemo da se poligon F1 sastoji od bridova
e1, e4 i e5. U tablici bridovi dodatno vidimo to£ke od kojih se ta tri brida
sastoje pa skica bi izgledala:
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Slika 132: Skica

Odnosno u tablicu Poligoni kod tablice vrhova i poligona moºemo upisati
2 4 1. Tako nastavljamo sa poligonom F2 i pogledamo koji brid mu odre�uje
orijentaciju te skiciramo

Slika 133: Skica 2

Kona£na skica i rje²enje

133



Slika 134: Kona£na skica

Slika 135: Zadatak 2 rije²en
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U tre¢em slu£aju imamo tijelo zadano preko krilatog brida, a potrebno
je odrediti ga pomo¢u tablice bridova, vrhova i poligona. Kao i do sada

Slika 136: Zadatak 3

kre¢emo sa skicom poligona F1. Uvijek £itajte INFO-e u ovom zadatku.
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Slika 137: Skica 1

U tablici poligoni kod krilatog brida pi²e koji brid odre�uje njegovu ori-
jentaciju. To je brid e6. U stupcima S1 i S2 su ostali bridovi koji £ine
poligon F1. Zbog toga skica ovako izgleda. Sada u tablicu bridova kod
tablice bridova, vrhova i poligona moºemo upisati vrhove koji £ine poligone
e6, e2 i e5. Kako je orijentacija u smjeru CCW, u tablicu poligona moºemo
upisati 6 2 5. Tako nastavljamo s ostalim poligonima paze¢i na orijentacije.

Slika 138: Kona£na skica
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Slika 139: Zadatak 3 rije²en
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5.2.3 Tablica vrhova, bridova, poligona

Rje²enje ovog zadatka je isto i za slu£aj vi²e poligona i za slu£aj manje
poligona. Bitna je samo preciznost. Za podsjetnik ²to je tablica vrhova,
bridova i poligona pogledajte prethodno potpoglavlje 5.2.2.

Slika 140: Zadatak
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Slika 141: Zadatak rije²en
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5.2.4 Indeksirani pristup podatcima

Za detaljnija obja²njenja pogledati
http://www.zemris.fer.hr/predmeti/irg/predavanja/5_modeliranje.pdf od sla-
jda 31. Mogu se pojaviti dvije vrste, s indeksiranim i neindenksiranim pris-
tupom memoriji.

� neindeksirani pristup

� Svaki vrh svakog poligona je memorijski za sebe

� indeksirani pristup

� Ako vi²e poligona dijeli isti vrh, taj vrh se memorijski raspodjeljuje

sve ¢e biti jasnije kroz zadatke.

Slika 142: Zadatak 1

Kre¢emo redom s poligonima, tj. od gornjeg lijevog i upisujemo podatke
redom. Koliko ima vrhova, toliko ¢e biti memorijskih lokacija.
Zna£i za tip poligona prvo odabiremo Poly(5) i upisujemo redom boje i
vrhove u memorijske lokacije kako jesu.
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Slika 143: Zadatak 1 rije²en

Drugi slu£aj, ukoliko se koristi indeksirani pristup, je malo sloºeniji, ali
ne previ²e.

Slika 144: Zadatak 2
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Kre¢emo od istog poligona (prvog, gornjeg lijevog) i upisujemo redom
vrhove kako jesu i njihove respektivne boje. E sad, ovdje je bitno razlikovati
indeks vrha od indeksa memorijske lokacije.

Nastavimo s drugim poligonom. Indeks prvog vrha drugog poligona je
5, a on je isti kao i vrh 1 u prvom poligonu. Stoga, umjesto da dodajemo
novi vrh, moºemo iskoristiti pokaziva£ na stari vrh i upisati 1 i plavu boju.
Nastavimo dalje, vrh 6 se ne dijeli s prethodno incijaliziranim vrhovima stoga
njega upisujemo na petu (5) memorijsku lokaciju s crvenom bojom i tako
nastavljamo dalje. Sve prethodno de�nirane vrhove koje neki od poligona
dijele ¢e se upisati s postoje¢om memorijskom lokacijom. Ukupno rje²enje bi
izgledalo

Slika 145: Zadatak 2 rije²en
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6 Linearna interpolacija i krivulje

6.1 Linearna interpolacija

6.1.1 (3D) Ispitivanje je li to£ka u trokutu

Rje²enje za 2D slu£aj moºete prona¢i ovdje 3.1.3, a princip je isti. Samo ²to
¢e odmah biti tri jednadºbe s tri nepoznanice. Ali najsigurnije je uzeti dvije
od te tri, a tre¢a neka bude da zbroj baricentri£nih koordinata jednako 1.

Slika 146: Zadatak rije²en

6.1.2 Bilinearna interpolacija - Jednostavan slu£aj, pozitivne vri-
jednosti

Kako bi se shvatila bilinearna interpolacija, prvo se mora razumjeti linearna
interpolacija. Odli£no obja²njenje linearne i bilinearne interpolacije moºete
prona¢i u knjizi na stranicama 49. odnosno 59. za bilinearnu.

Ukratko, linearna interpolacija se koristi kada trebamo odrediti vrijednost/i
izme�u dvije vrijednosti. Odli£an primjer u udºbeniku obja²njava �zikalnu
interpretaciju. Ukratko, zamislimo objekt koji se giba duº x-osi te ima
po£etnu poziciju x0 = 1 te krajnju poziciju x1 = 6. Potrebno je umetnuti
jo² 4 to£ke kako bi se objekt sekvencionalno gibao. Odgovor je jednostavan,
to su to£ke 2, 3, 4 i 5. No da smo htjeli dodati 5 ili 6 to£aka, problem bi
bio malo teºi. Tome sluºi linearna interpolacija. Matemati£ki ju moºemo
de�nirati tako da uvedemo parametar t koji ¢e biti t ∈ [0, 1]. To zna£i ako
je t bliºi 0 da je objekt bliºi po£etnoj poziciji x0. Odnosno ako je t bliºi 1
objekt je bliºi kona£noj poziciji x1. Formalno se to moºe zapisati:

x(t) = x0 + (x1 − x0) · t (47)

Nakon mnoºenja sa zagradama i grupiranja, moºe se dobiti sljede¢a formula:

x(t) = (1− t) · x0 + t · x1 (48)
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Vidjeli smo da linearna interpolacija se koristi kako bi se interpoliralo
izme�u dvije vrijednosti. No kako bismo interpolirali izme�u 4 vrijednosti,
koristi se bilinearna interpolacija. To se moºe tuma£iti kao linearna interpo-
lacija linearnih interpolacija, jasnije ¢e biti kroz zadatak.

Slika 147: Zadatak

Slikovito to moºemo zamisliti ovako

Slika 148: Slikovit prikaz

Pri £emu je
x00 = 8
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x11 = 6

x01 = 10

x10 = 1

u = 0.21

v = 0.53

V (u, v)

Prvo ¢emo napraviti horizontalnu linearnu interpolaciju za vrijednosti
gdje je v = 0. Odnosno

V (u, 0) = (1− u) · x00 + u · x10

= (1− u) · 8 + u · 1 = 8− 7u

Nakon toga radimo horizontalnu linearnu interpolaciju gdje je v = 1

V (u, 1) = (1− u) · x01 + u · x11

= 10− 4u

Na kraju radimo linearnu interpolaciju po vertikali izme�u upravo dobivenih
V (u, 0) i V (u, 1).

V (u, v) = (1− v) · V (u, 0) + v · V (u, 1)

Kada uvrstimo u i v, dobije se

V (0.21, 0.53) = (1− 0.53) · (8− 7 · 0.21) + 0.53 · (10− 4 · 0.21)

= 7.9239
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Slika 149: Zadatak rije²en

6.1.3 Bilinearna interpolacija - Jednostavan slu£aj, mogu¢e nega-
tivne vrijednosti

Zadatak se rje²ava isto kao i prethodni 6.1.2.

Slika 150: Zadatak rije²en
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6.1.4 Bilinearna interpolacija - Sloºeniji slu£aj

Za sloºeniji slu£aj nisam uspio na¢i dobro obja²njenje pa ¢e biti prikazana
formula koja se koristi i uvr²tavanje u istu. Koncept je donekle sli£an.

Slika 151: Zadatak

Rje²avamo na isti na£in kao i prethodna dva slu£aja. Prvo horizontalno
kad je v = 0, odnosno u ovom slu£aju v = y0 = 0.11. Ozna£imo

x00 = V (0.26, 0.11) = 3

x01 = V (0.26, 0.13) = 15

x10 = V (0.29, 0.11) = 17

x11 = V (0.29, 0.13) = 3

u = 0.29

v = 0.77

V (u, v)

Formula glasi

V (u, y0) =
x1 − u
x1 − x0

· x00 +
u− x0

x1 − x0

· x10

gdje y0 predstavlja najmanji y koji se pojavljuje u zadatku (u ovom zadatku
su y-oni jednaki 0.11 i 0.13).
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x0 predstavlja najmanji x, a x1 predstavlja najve¢i x. Odnosno x0 = 0.26,
x1 = 0.29.
Kada uvrstimo sve brojeve u formulu, dobije se:

V (0.77, 0.11) =
0.29− 0.29

0.29− 0.26
· 3 +

0.29− 0.26

0.29− 0.26
· 17 = 17

Sada ra£unamo ponovno po horizontali, ali kada je v = y1 = 0.13

V (u, y1) =
x1 − u
x1 − x0

· x01 +
u− x0

x1 − x0

· x11

Odnosno, kad uvrstimo brojeve

V (0.29, 0.13) =
0.29− 0.29

0.29− 0.26
· 15 +

0.29− 0.26

0.29− 0.26
· 3 = 3

Te na kraju radimo vertikalnu linearnu interpolaciju

V (u, v) =
y1 − v
y1 − y0

· V (u, y0) +
v − y0

y1 − y0

· V (u, y1)

Odnosno kada uvrstimo brojeve

V (0.29, 0.77) =
0.13− 0.77

0.13− 0.11
· 17 +

0.77− 0.11

0.13− 0.11
· 3 = −445

Slika 152: Zadatak rije²en
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6.1.5 Odre�ivanje baricentri£nih koordinata

Zadatak se rje²ava isto kao i 3.1.3.

Slika 153: Zadatak 1 rije²en

Ako dobijete da jednadºba nema rje²enja, onda je preporuka rije²iti na
jedan od drugih na£ina ponu�enih u knjizi.

Slika 154: Zadatak 2 rije²en
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6.1.6 Interpolacija baricentri£nim koordinatama - Vrijednosti su
skalari

Za podsjetnik o baricentri£nim posjeti 3.1.3.

Slika 155: Zadatak

Prvo ¢emo odrediti to£ku preko zadanog trokuta i baricentri£nih koordi-
nata. To se radi jednostavno uvr²tavaju¢i u formulu 8. Konkretno[

x
y

]
= 0.09 ·

[
−4
9

]
+ 0.45 ·

[
−8
−8

]
+ 0.46 ·

[
4
4

]
Za rje²enje se dobije to£ka T (−2.12,−0.95)

Kako bismo odredili intenzitet u toj to£ki, moºemo se posluºiti £injenicom da
se pomo¢u baricentri£nih koordinata moºe vr²iti i interpolacija (jer je zbroj
teºinskih funkcija = 1).

I = t1 · I1 + t2 · I2 + t3 · I3

I = 0.09 · 89 + 0.45 · 153 + 0.46 · 164 = 152.3

Iz ovoga se moºe vidjeti da .vrh V1 intenziteta I1 = 89 djeluje 9% (t1 =
0.09) na to£ku T . Vrh V2 intenziteta I2 = 153 djeluje 45%. Itd...

Slika 156: Zadatak rije²en
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6.1.7 Interpolacija baricentri£nim koordinatama - Vrijednosti su
vektori

Za podsjetnik o braicentri£nim koordinatama posjeti 3.1.3.

Do sada su u zadacima sa interpolacijom vrijednosti koje smo interpolirali
bile skalari, a sada su vektori. Op¢enito vektor moºemo zapisati kao:

~v = vx ·~i+ vy ·~j (49)

gdje su ~i i ~j jedini£ni okomiti vektori. �to bi onda bila interpolacija izme�u
dva vektora? To bi bila interpolacija svake komponente zasebno. Odnosno
ako ºelimo vektor ~v koji je izme�u dva vektora ~v0 i ~v1:

~v(t) = (1− t) · ~v0 + t · ~v1

gdje je
~v(t) = vx(t) ·~i+ vy(t) ·~j

a gdje su
vx(t) = (1− t) · v0,x + t · v1,x

vy(t) = (1− t) · v0,y + t · v1,y

Slika 157: Zadatak

Ovaj zadatak je dosta sli£an prethodnom 6.1.6. To£ka odre�ena baricen-
tri£nim koordinatama se ra£una kao u prethodnom zadatku.[

x
y

]
= 0.37 ·

[
−2
8

]
+ 0.37 ·

[
−9
0

]
+ 0.26 ·

[
−1
2

]
Odakle se dobije

x = −4.33
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y = 3.48

Sada, umjesto intenziteta u vrhu imamo zadane vektore u vrhu. Stoga
¢emo za svaku komponentu vektora u vrhovima odrediti interpoliranu vri-
jednost vektora u dobivenoj to£ki (x, y).[

x1

y1

]
= 0.37 ·

[
−0.68
0.72

]
+ 0.37 ·

[
0.18
0.98

]
+ 0.26 ·

[
−0.68
−0.72

]
x1 = −0.3618

y1 = 0.4418

Vektor u prvom vrhu na to£ku (x, y) djeluje 37% (t1 = 0.37),...

Slika 158: Zadatak rije²en
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6.2 Segment krivulje

6.2.1 Interpolacijska Bezierova krivulja - Kvadratna krivulja, zadane
to£ke, traºe se to£ke

Video obja²njenje za Bezierove krivulje dobivene De Casteljauovim algorit-
mommoºete prona¢i ovdje https://www.youtube.com/watch?v=pnYccz1Ha34.
Osim toga, dodatna obja²njenja moºete prona¢i i u knjizi od stranice 151.

Krivulje su naj£e²¢e zadane nizom to£aka

Postoje dvije vrste Bezierovih krivulja, a to su interpolacijske i aproksimaci-
jske.

Interpolacijske Bezierove krivulje prolaze kroz sve to£ke koje su zadane.

Aproksimacijske Bezierove krivulje prolaze naj£e²¢e kroz po£etnu i zavr²nu
to£ku, a kroz ostale samo aproksimativno blizu njih.

Koriste¢i Bernsteinove teºinske funkcije dobijemo aproksimacijsku Bezierovu
krivulju.

Teºinska funkcija nam govori koliko pojedina to£ka djeluje na krivulju.

Bernsteinove teºinske funkcije su oblika

~p(t) =
n∑
i=0

~ri · bi,n(t) (50)

gdje je ~ri radij vektor to£ke (to£ka koja je prikazana kao vektor), ~p(t) je to£ka
na krivulji, a bi,n(t) su teºinske funkcije koje imaju oblik

bi,n(t) =

(
n

i

)
· ti · (1− t)n−i (51)

gdje n predstavlja stupanj krivulje. Ako u zadacima nije zadan stupanj
krivulje, onda je on jednak broju to£aka koje odre�uju krivulju - 1. t je
parametar za koji vrijedi t ∈ [0, 1].
Za interpolacijske krivulje posjetiti knjigu od stranice 162.
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Slika 159: Zadatak

Prva stvar koju je potrebno primijetiti u zadatku je ta da se radi o
kvadratnoj interpolacijskoj krivulji. To zna£i da to£ke A, B i C leºe na
krivulji, a odre�ene su preko svojih parametara t respektivno.

Po²to se radi o kvadratnoj Bezierovoj funkciji, stupanj joj je 2. To£nije
n = 2. Krenimo redom s formulom 50. To£ke koje leºe na krivulji (~p(t))
imamo, n znamo, ~ri-ove trebamo izra£unati te su nam jo² potrebne teºinske
funkcije. One se ra£unaju prema formuli 51 te su jednake:

b0,2 = (1− t)2

b1,2 = 2 · t · (1− t)

b2,2 = t2

Po£nimo uvr²tavati u formulu 50.

~A(tA) = ~r0 · b0,2 + ~r1 · b1,2 + ~r2 · b2,2

Isto vrijedi i za ostale to£ke[
2.34
2.78

]
=

[
rx0

ry0

]
· (1− 0.3)2 +

[
rx1

ry1

]
· 2 · 0.3 · (1− 0.3) +

[
rx2

ry2

]
· 0.32

[
1.29
2.25

]
=

[
rx0

ry0

]
· (1− 0.1)2 +

[
rx1

ry1

]
· 2 · 0.1 · (1− 0.1) +

[
rx2

ry2

]
· 0.12

[
4.75
2.49

]
=

[
rx0

ry0

]
· (1− 0.7)2 +

[
rx1

ry1

]
· 2 · 0.7 · (1− 0.7) +

[
rx2

ry2

]
· 0.72

154



Dobije se sustav jednadºbi koji se rije²i. Prva jednadºba bi izgledala (analogno
se ispi²u i ostale)

2.34 = 0.49rx0 + 0.42rx1 + 0.09rx2

Te se za rje²enja dobije:

rx0 = 0.8038 ry0 = 1.8163

rx1 = 3.1704 ry1 = 4.2663

rx2 = 6.8288 ry2 = 1.0913

To sad zna£i da imamo krivulju koja izgleda:

~p(t) =

[
0.8038
1.8163

]
· (1− t)2 +

[
3.1704
4.2663

]
· 2 · t · (1− t) +

[
6.8288
1.0913

]
· t2

Kako bismo odredili to£ku T s parametrom tT = 0.6 dovoljno je da 0.6
uvrstimo umjesto t u prethodno dobivenu jednadºbu krivulje. Za rje²enje se
dobije

Tx = 4.1088

Ty = 2.7313

Slika 160: Zadatak rije²en
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6.2.2 Interpolacijska Bezierova krivulja - Kvadratna krivulja, zadane
derivacije, traºe se to£ke

U ovom zadatku je jedina razlika ta ²to krivulja nije kvadratna nego kubna.
To zna£i da je n = 3 i to je jedina razlika. Podsjetnik za prethodni zadatak
6.2.1.

Slika 161: Zadatak rije²en

P.S. Nisam dobio ni jedan zadatak u kojem su zadane derivacije.

6.2.3 Interpolacijska Bezierova krivulja - Kvadratna krivulja, zadane
to£ke i derivacije, traºe se to£ke ili derivacije

Podsjetnik za Bezierove krivulje 6.2.1.

Slika 162: Zadatak
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Ovaj zadatak se razlikuje od prethodna dva samo po tome ²to mogu biti
zadane to£ke koje su derivacija funkcije krivulje. Jedina razlika koja ¢e se
pojaviti je ta da ¢emo prilikom ra£unanja r u nekim slu£ajevima trebati imati
derivaciju funkcije krivulje. Gdje god je u zadatku zadana to£ka derivirane
krivulje, tu uvr²tavamo deriviranu funkciju krivulje. Konkretno A, B i C
izgledaju kao i do sad

~A(tA) =

[
4.55
2.52

]
=

[
rx0

ry0

]
·(1−0.5)3+

[
rx1

ry1

]
·3·0.5·(1−0.5)2+

[
rx2

ry2

]
·3·0.52·(1−0.5)+

[
rx3

ry3

]
·0.53

~B(tB) =

[
10.04
4.23

]
=

[
rx0

ry0

]
·(1−0.9)3+

[
rx1

ry1

]
·3·0.9·(1−0.9)2+

[
rx2

ry2

]
·3·0.92·(1−0.9)+

[
rx3

ry3

]
·0.93

~C(tC) =

[
7.07
2.82

]
=

[
rx0

ry0

]
·(1−0.7)3+

[
rx1

ry1

]
·3·0.7·(1−0.7)2+

[
rx2

ry2

]
·3·0.72·(1−0.7)+

[
rx3

ry3

]
·0.73

No ²to se ti£e D, on treba deriviranu vrijednost funkcije krivulje p′(t).

~p′(t) = (
n∑
i=0

~ri · bi,n(t))′

U toj formuli ri je konstanta, a bi,n ovisi o t. Stoga je potrebno samo bi,n
derivirati. Kada svaki bi,n deriviramo

(b0,3)′ = ((1− t)3)′ = −3t2 + 6t− 3

(b(1, 3))′ = (3t(1− t)2)′ = 9t2 − 12t+ 3

(b2,3)′ = (3t2(1− t))′ = −9t2 + 6t

(b3,3)′ = (t3)′ = 3t2

Odnosno, derivirana funkcija krivulje bi izgledala:

~p′(t) =

[
x
y

]
=

[
rx0

ry0

]
·(−3·t2+6·t−3)+

[
rx1

ry1

]
·(9·t2−12·t+3)+

[
rx2

ry2

]
·(−9·t2+6·t)

(52)

+

[
rx3

ry3

]
· (3 · t2)
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Sada, D izgleda

~D′(tD′) =

[
6.57
3.51

]
=

[
rx0

ry0

]
·(−3·0.12+6·0.1−3)+

[
rx1

ry1

]
·(9·0.12−12·0.1+3)+

[
rx2

ry2

]
·(−9·0.12+6·0.1)

+

[
rx3

ry3

]
· (3 · 0.12)

Kada se rije²e navedene jednadºbe, za rje²enje se dobije

rx0 = 0.3414 ry0 = 1.8149

rx1 = 2.1058 ry1 = 4.0456

rx2 = 6.0178 ry2 = 0.2094

rx3 = 11.6879 ry3 = 5.5804

Kako treba izra£unati derivaciju T ′, dovoljno je tT ′ uvrstiti u deriviranu
funkciju krivulje 52.

Slika 163: Zadatak rije²en
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6.3 De Casteljau postupak

6.3.1 Kvadratna Bezierova krivulja

Video koji ukratko obja²njava moºete prona¢i u 6.2.1. Dodatno, obja²njenja
je mogu¢e prona¢i i u knjizi na stranicama 153 i 154.

Slika 164: Zadatak
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Slika 165: Pomo¢
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Po²to je parametar t = 3
5
, svaku ¢emo liniju podijeliti na 5 jednakih

dijelova. U pomo¢i pi²e kako se to radi 165. Podjela na 5 jednakih dijelova i
spajanje tre¢e to£ke prve linije i tre¢e to£ke druge linije izgleda

Slika 166: Podjela svih duºina na 5 jednakih dijelova
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Nakon toga spojimo tre¢u to£ku druge linije i tre¢u to£ku tre¢e linije i
moºemo u drugu iteraciju (tre¢e to£ke spajamo zbog parametra t).

U drugoj iteraciji prethodno dobivene dvije linije podijelimo na 5 dijelova
i opet spojimo tre¢e to£ke te pre�emo u novu iteraciju

Slika 167: Druga iteracija
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U posljednjoj iteraciji opet podijelimo novodobivenu duºinu na 5 jed-
nakih dijelova i odaberemo tre¢u to£ku. Ta to£ka je to£ka koju je trebalo
konstruirati de Casteljauovim postupkom uz parametar t = 3

5

Slika 168: Zadatak rije²en
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6.3.2 Kubna Bezierova krivulja

Koncept rje²avanja zadatka je isti kao i u prethodnom potpoglavlju 6.3.1.

Slika 169: Zadatak rije²en

Crvenim kruºi¢em je ozna£ena to£ka koja se traºi.
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6.4 Tri segmenta Bezierove krivulje

6.4.1 Kubna krivulja u 2D

Prije rje²avanja ovog zadatka, dobro je znati ²to zna£e C-kontinuiteti. Pod-
sjetnik je u knjizi na stranici 144.

C0 - zahtijeva neprekidnost funkcije

C1 - zahtijeva neprekidnost prve derivacije

C2 - zahtijeva neprekidnost druge derivacije

itd.

Cn - zahtijeva neprekidnost n-te derivacije

Po²to pomo¢u Bezierove i Bernsteinove teºinske funkcije moºemo opisati istu
krivulju, i ovdje ¢e se koristiti Bernsteinove teºinske funkcije 50. S te se stran-
ice i koriste formule navedene prilikom rje²avanja zadatka.
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Slika 170: Primjeri funkcija s razli£itim C diskontinuitetima - slika preuzeta
iz knjige sa stranice 145
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Slika 171: Zadatak

Slikovito bi to moglo izgledati

Slika 172: Skica krivulje

Pune linije predstavljaju prvi segment krivulje i tre¢i segment krivulje. Drugi
segment je segment koji je iscrtkan te ga treba odrediti. Sa skice 172 je odmah
vidljivo da je zavr²na to£ka prvog segmenta krivulje jednaka po£etnoj to£ki
drugog segmenta krivulje. Osim toga, vidljivo je da je zavr²na to£ka drugog
segmenta krivulje jednaka po£etnoj to£ki tre¢eg segmenta krivulje.

Kako je t ∈ [0, 1], za vrijednost 0 daje po£etnu to£ku krivulje, a za vrijednost
1 daje zavr²nu to£ku krivulje, prethodna razmatranja bi se zapisala:

p1(1) = p2(0)
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p2(1) = p3(0)

gdje pi predstavlja segment krivulje.
Kako se radi o krivuljama tre¢eg stupnja, one izgledaju ovako:

p1(t) = T0 · (1− t)3 + T1 · 3 · t · (1− t)2 + T2 · 3 · t2 · (1− t) + T3 · t3

p2(t) = S0 · (1− t)3 + S1 · 3 · t · (1− t)2 + S2 · 3 · t2 · (1− t) + S3 · t3

p3(t) = P0 · (1− t)3 + P1 · 3 · t · (1− t)2 + P2 · 3 · t2 · (1− t) + P3 · t3

Kada uvrstimo 0 i 1 u jednadºbe i izjedna£imo

p1(1) = p2(0) T3 = S0

p2(1) = p3(0) S3 = P0

Druga stvar koja pi²e u zadatku je ta da segmenti moraju biti ostvareni uz
C1-diskontinuitet. To moºemo primijetiti sa skice 172. Odnosno, glatko¢a
se mora nastaviti, prve derivacije moraju biti jednake. Upravo iz toga ¢emo
dobiti preostale dvije to£ke. Naime, derivacija prvog segmenta u krajnjoj
to£ki se mora nastaviti na derivaciju drugog segmenta u po£etnoj to£ki, tako
se i derivacija drugog segmenta u krajnjoj to£ki mora nastaviti na derivaciju
tre¢eg segmenta u po£etnoj to£ki. To se moºe raspisati:

p′1(1) = p′2(0)

p′2(1) = p′3(0)

Derivacije funkcija izgledaju:

p′1(t) = T0 · (−3t2 + 6t− 3) + T1 · (9t2 − 12t+ 3) + T2 · (−9t2 + 6t) + T3 · 3t2

p′2(t) = S0 · (−3t2 + 6t− 3) + S1 · (9t2 − 12t+ 3) + S2 · (−9t2 + 6t) + S3 · 3t2

p′3(t) = P0 · (−3t2 + 6t− 3) + P1 · (9t2 − 12t+ 3) + P2 · (−9t2 + 6t) + P3 · 3t2

Kada uvrstimo 0 i 1 u derivirane jednadºbe i izjedna£imo:

p′1(1) = p′2(0) − 3T2 + 3T3 = −3S0 + 3S1

p′2(1) = p′3(0) − 3S2 + 3S3 = −3P0 + 3P1

Odnosno:
S1 = S0 − T2 + T3

S2 = P0 − P1 + S3

Kako S0 i S3 znamo, moºemo izra£unati preostale dvije to£ke. Na taj na£in
se dobije kona£no rje²enje
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Slika 173: Zadatak rije²en

6.4.2 Kubna krivulja u 3D

Zadatak se rje²ava na isti na£in kao i prethodni 6.4.1.

Slika 174: Zadatak rije²en
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6.5 Bezierova povr²ina

Sve o Bezierovoj povr²ini moºete prona¢i u knjizi na stranici 186.
Ukratko, Bezierovu povr²inu moºemo zamisliti na sljede¢i na£in. Uzmimo
na primjer da imamo nekoliko Bezierovih krivulja u prostoru. Neka sve te
krivulje budu zadane preko istog broja to£aka. Bezierova povr²ina bi onda
povezivala sve te to£ke u nove Bezierove krivulje. Ako uvedemo dodatni
parametar, dobijemo povr²inu. Detaljnije obja²njenje moºete prona¢i u kn-
jizi na navedenoj stranici.

Formula koja se koristi kod Bezierove povr²ine glasi

~p(u, v) =
m∑
i=0

n∑
j=0

bi,m(u) · bj,n(v) · ~ri,j (53)

gdje slovo m predstavlja broj zadanih Bezierovih krivulja, a slovo n pred-
stavlja broj to£aka koje opisuju pojedinu krivulju. ~ri,j predstavlja pojedinu
to£ku pojedine krivulje (j-ta to£ka i-te krivulje). Za jednostavnije ra£unanje
se moºe pose¢i za matri£nim ra£unom, na primjer, Bezierova povr²ina za
£etiri krivulje u prostoru (m = 3) te svaku zadanu sa £etiri kontrolne to£ke
(n = 3):

~p(u, v) =
[
u3 u2 u 1

]
·


−1 3 −3 1
3 −6 3 0
−3 3 0 0
1 0 0 0

·

~r0,0 ~r0,1 ~r0,2 ~r0,3

~r1,0 ~r1,1 ~r1,2 ~r1,3

~r2,0 ~r2,1 ~r2,2 ~r2,3

~r3,0 ~r3,1 ~r3,2 ~r3,3


(54)

·


−1 3 −3 1
3 −6 3 0
−3 3 0 0
1 0 0 0

 ·

v3

v2

v
1


�ije obja²njenje tako�er moºete prona¢i u knjizi.
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Slika 175: Zadatak

Sa slike moºemo odmah pribliºno o£itati x i y koordinatu to£ke T . Za x
znamo da mora biti izme�u 5 i 6, a za y znamo da mora biti izme�u 6 i 7.
To nam moºe pomo¢i ako se dogodi gre²ka ili zamjena matrica. Zadane su
4 krivulje (m = 3) i one se proteºu u y smjeru (ne znam kako to o£itati iz
zadatka, ali iz razloga ²to se koordinate traºene to£ke mogu o£itati otprilike,
ra£un se poklapa s time da se krivulje proteºu u y smjeru).

Kako bi se rije²io zadatak, dovoljno je uvrstiti u jednadºbu 54. Jedina stvar
je u tome ²to ¢emo morati tri puta uvr²tavati u tu jednadºbu. Jednom za x
koordinatu, jednom za y i jednom za z - jer je ~ri,j vektor. Konkretno za x:

~p(0.6, 0.6) =
[
0.63 0.62 0.6 1

]
·


−1 3 −3 1
3 −6 3 0
−3 3 0 0
1 0 0 0

·


4 4 4 4
5 5 5 5
6 6 6 6
7 7 7 7


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·


−1 3 −3 1
3 −6 3 0
−3 3 0 0
1 0 0 0

 ·


0.63

0.62

0.6
1


i dobije se x = p(0.6, 0.6) = 5.8

Isto tako i za y:

~p(0.6, 0.6) =
[
0.63 0.62 0.6 1

]
·


−1 3 −3 1
3 −6 3 0
−3 3 0 0
1 0 0 0

·


5 6 7 8
5 6 7 8
5 6 7 8
5 6 7 8



·


−1 3 −3 1
3 −6 3 0
−3 3 0 0
1 0 0 0

 ·


0.63

0.62

0.6
1


te se dobije y = p(0.6, 0.6) = 6.8

za z:

~p(0.6, 0.6) =
[
0.63 0.62 0.6 1

]
·


−1 3 −3 1
3 −6 3 0
−3 3 0 0
1 0 0 0

·


4 4 3 7
1 6 10 2
8 8 6 4
7 3 2 3



·


−1 3 −3 1
3 −6 3 0
−3 3 0 0
1 0 0 0

 ·


0.63

0.62

0.6
1


te se dobije z = p(0.6, 0.6) = 5.47 I to su rje²enja zadatka.

172



Slika 176: Zadatak rije²en
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7 Uklanjanje skrivenih linija i povr²ina

7.1 Sjeci²te pravca i kugle

Podsjetnik na parametarski oblik pravca 3.2.1.

Kugla radijusa r i centra C de�nirana je jednadºbom

(x− Cx)2 + (y − Cy)2 + (z − Cz)2 = r2 (55)

Pravac i kugla mogu imati jednu to£ku presjeci²ta, tj. pravac dira kuglu.
Dvije to£ke presjeci²ta, tj. pravac probada kuglu. Te ne moraju imati pres-
jeci²te.

Slika 177: Zadatak

Prva stvar koju je potrebno napraviti u zadatku je izjedna£iti h koordi-
nate. Kako su i za kuglu i za to£ke pravca jednake 1, u ovom slu£aju ne treba.

Jednadºba pravca u parametarskom obliku (26) je oblika:

p =
[
t 1

]
·
[
7 5 7 0
3 6 0 1

]
a jednadºba kugle je oblika:

(x− 2)2 + (y − 7)2 + (z − 1)2 = 16

Iz parametarskog oblika jednadºbe pravca raspi²emo koordinate i uvrstimo
u jednadºbu kugle:

x = 7t+ 3
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y = 5t+ 6

z = 7t

(7t+ 3− 2)2 + (5t+ 6− 7)2 + (7t− 1)2 = 16

123t2 − 10t− 13 = 0

Kada se rije²i ova kvadratna jednadºba dobiju se dva t. To zna£i da imamo
dva probodi²ta.

t1 = 0.3683

t2 = −0.28698

Kako bismo dobili prvu to£ku probodi²ta, uvrstimo t1 u jednadºbu pravca i
dobijemo

x1 = 5.5781

y1 = 7.8415

z1 = 2.5781

Za drugu to£ku uvrstimo t2 u jednadºbu pravca

x2 = 0.9911

y2 = 4.5651

z2 = −2.0089

I to su rje²enja

Slika 178: Zadatak rije²en
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Slika 179: Prikaz zadane kugle i pravca u koordinatnom sustavu
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7.2 Sjeci²te zrake i tijela

Ovo je jedan od duºih zadataka pa je potrebno biti oprezan prilikom rje²a-
vanja. Potrebno se podsjetiti kako odrediti sjeci²te pravca i ravnine 3.2.9.
Osim toga, potrebno se podsjetiti pravca zadanog parametarski 3.2.1. Do-
datno, dobro je se sjetiti formule za udaljenost dvije to£ke:

d(T0, T1) =
√

(x1 − x0)2 + (y1 − y0)2 + (z1 − z0)2 (56)

Slika 180: Zadatak

Kada pravac probada tijelo, postoje jedno ili dva sjeci²ta. Kako je u
sceni zadan kvadar, rasporedit ¢emo ga u 6 £etverokuta od kojih ¢e svaki
£etverokut predstavljati ravninu. �etverokute ¢emo rasporediti na na£in da
promatramo koordinate vrhova. Kako se £etverokut sastoji od 4 vrha, 6
£etverokuta ¢emo grupirati u grupe sa po 4 vrha. Grupe ¢e biti oblika u
kojim je jedna koordinata jednaka, a ostale dvije se mijenjaju. Na taj na£in
moºemo odrediti svih 6 strana kvadra.

x koordinate konstantne, vrhovi:

x = 13 x = 23
(13,−10,−53) (23,−10,−53)
(13, 10,−53) (23, 10,−53)

(13,−10,−48) (23,−10,−48)
(13, 10,−48) (23, 10,−48)

y koordinate konstantne, vrhovi:

y = −10 y = 10
(13,−10,−53) (13, 10,−53)
(23,−10,−53) (23, 10,−53)
(13,−10,−48) (13, 10,−48)
(23,−10,−48) (23, 10,−48)
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z koordinate konstantne, vrhovi:

z = −53 z = −48
(13,−10,−53) (13,−10,−48)
(23,−10,−53) (23, 10,−48)
(13, 10,−53) (13, 10,−48)
(23, 10,−53) (23, 10,−48)

Ako vam nije jasno za²to je takva raspodjela, poku²ajte si skicirati kvadar u
koordinatnom sustavu.

Sljede¢i korak je napraviti od tih 6 £etverokuta, 6 jednadºbi ravnina (uzmemo,
npr., prve tri to£ke svakog £etverokuta):
za x = 13

r1...
[
u v 1

]
·

 0 20 0
0 0 5
13 −10 −53


za x = 23

r2...
[
u v 1

]
·

 0 20 0
0 0 5
23 −10 −53


za y = −10

r3...
[
u v 1

]
·

10 0 0
0 0 5
13 −10 −53


za y = 10

r4...
[
u v 1

]
·

10 0 0
0 0 5
13 10 −53


za z = −53

r5...
[
u v 1

]
·

10 0 0
0 20 0
13 −10 −53


te za z = −48

r6...
[
u v 1

]
·

10 0 0
0 20 0
13 −10 −48


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Nadalje, iz zadatka znamo da je jednadºba pravca iz o£i²ta oblika

p...
[
t 1

]
·
[
0.2381 0.502 −0.8315

8 −18 −19

]
jer znamo da se parametarski oblik sastoji od vektora smjera pravca i to£ke
kroz koju prolazi.

Posljednje ²to je potrebno napraviti je izra£unati sjeci²te toga pravca sa svih
6 ravnina. Kako bismo malo ubrzali postupak, dovoljno je izra£unati samo t
i uvrstiti u jednadºbu pravca. Dobiva se redom:
kada ra£unamo presjek p i r1 dobijemo t1 = 20.99958
p i r2 -> t2 = 62.99874
p i r3 -> t3 = 15.936
p i r4 -> t4 = 55.778
p i r5 -> t5 = 40.89
te p i r6 -> t6 = 34.88

Kada krenemo uvr²tavati t u jednadºbu pravca, dobivamo

x = 0.2381 · t1 + 8 = 13

Po²to nam je x izme�u 13 i 23, ovo je za sada u redu jer smo dobili da sje£e
ovu ravninu u x = 13. Krenimo s y

y = 0.502 · t1 − 18 = −7.46

I ovo je u redu jer y je izme�u -10 i 10. Uvrstimo z

z = −0.8315 · t1 − 19 = −36.46

Ovdje moºemo zaklju£iti da pravac probada ovu ravninu u to£ki koja nije dio
tog £etverokuta. Jer se ne poklapa z koordinata. z nam treba biti izme�u
-48 i -53. Stoga, ova ravnina nije probodi²te pravca i kvadra. Istu stvar
napravimo i za ostale vrijednosti t.

Kada se to napravi, zaklju£i se da jedina dva t koja daju zadovoljavaju¢a
rje²enja su t5 i t6. Konkretno

t5 t6
x = 17.735 x = 16.305
y = 2.527 y = −0.49
z = −50.473 z = −48.003
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Posljednja stvar je odrediti koja je od ove dvije to£ke prvo probodi²te. To
¢emo napraviti jednostavno tako da odredimo udaljenost izme�u dobivenih
to£aka i o£i²ta. Ona to£ka koja ima manju udaljenost je prvo probodi²te.
Konkrento, za to£ku parametra t5 se dobije da su udaljene od o£i²ta (56)

d(O, V5) = 38.82

a za to£ku parametra t6 se dobije

d(O, V6) = 34.882

Stoga je to£ka parametra t6 prvo probodi²te pravca iz o£i²ta i kvadra.

Slika 181: Zadatak rije²en

7.3 Vidljivi poligoni kod piramide

Postoje dva na£ina na koja moºemo odrediti koji je poligon straºnji.

Prvi na£in je taj da provjeravamo kut izme�u normale ravnine tijela i vek-
tora od to£ke promatranog poligona (npr. sredi²ta poligona) do o£i²ta. Uz
to, normale moraju biti usmjerene van tijela, tj. vrhovi poligona moraju biti
CCW. U tom slu£aju, ako je kut izme�u 0◦ i 90◦ - poligon nije straºnji, a
ako je izme�u 90◦ i 180◦, straºnji je.
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Slika 182: Iz zadanog o£i²ta ozna£eni poligon je vidljiv, jer je kut manji od
90◦

Drugi na£in je malo jednostavniji, a to je da to£ku o£i²ta uvrstimo u
jednadºbu ravnine poligona. Ako dobijemo rezultat < 0, to zna£i da je o£i²te
iza te ravnine, tj. nije vidljivo. Automatski se zaklju£uje da taj poligon
nije vidljiv iz o£i²ta. I u ovom slu£aju, normale ravnina trebaju pokazivati
prema van tijela (vrhovi poligona CCW). Jer ako ne pokazuju, dobiju se krivi
rezultati. Tj. krivo je raspore�eno ²to je iznad ravnine, a ²to ispod.
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Slika 183: Iz ovog poligona o£i²te nije vidljivo jer je iza njega

Slika 184: Zadatak

Za ovaj zadatak gledi²te nije bitno jer zadatak kaºe da se odredi koji su
poligoni vidljivi iz o£i²ta. Prvo ¢emo odrediti jednadºbe ravnina svih polig-
ona te odrediti imaju li ispravan redoslijed.

Odre�ivanje implicitne jednadºbe ravnine zadane preko tri to£ke, za pod-
sjetnik kako se radi, moºete vidjeti ovdje 3.2.3. Krenimo redom s poligonom
P1. Prvo izra£unamo normalu

(B − A)× (C − A) = ~n
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~n =

 174.28
60.76
−205.56


Za sada nam implicitni oblik jednadºbe ravnine izgleda

174.28x+ 60.76y − 205.56z +D = 0

Kako bismo odredili D, uvrstimo to£ku A u jednadºbu ravnine

174.28 · (−7.3) + 60.76 · (−4.5)− 205.56 · (−8.6) +D = 0

D = −207.552

Jednadºba ravnine u kojoj je poligon P1 glasi

174.28x+ 60.76y − 205.56z − 207.552 = 0

Kako bismo provjerili orijentaciju vrhova poligona, dovoljno je uvrstiti to£ku
koja nije sastavni dio ovog poligona kao test (konkretno vrh D). Naime,
ako dobijemo kao rje²enje broj < 0, orijentacija je dobra. Ako ne dobijemo
kao rje²enje broj < 0, predznake dobivene jednadºbe ravnine je potrebno
preokrenuti, a samim time obrnuti i redoslijed vrhova. Za²to je to tako? Jer
ako normala poligona gleda prema van, to£ka koja nije sastavni dio tog polig-
ona, ali je sastavni dio tijela, ¢e uvijek biti iza te ravnine, tj. ako uvrstimo
njene koordinate, upravo ¢e dati negativan broj.

Kada uvrstimo to£ku D u dobivenu jednadºbu ravnine, za rezultat dobi-
jemo -1912.58. Po²to je broj negativan, orijentacija vrhova je dobra.

Sada usput moºemo uvrstiti i koordinate to£ke o£i²ta u jednadºbu rav-
nine. Kada uvrstimo, kao rezultat dobijemo -4036.116 ²to zna£i da navedeni
poligon nije vidljiv iz o£i²ta.

Automatski, eliminacijom odgovora, po²to se P1 ne vidi, zaklju£ujemo da
su P3 i P4 vidljivi poligoni.

Pokazat ¢u jedan od ta dva poligona jer se dogodila zamjena redoslijeda
vrhova. To se dogodi u poligonu P4. Jednadºba poligona P4 je

188.48x+ 45.86y − 85.56z + 846.458 = 0
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Kada uvrstimo to£ku koja nije sastavni dio poligona, ali jest tijela, to£ku
C, dobijemo 1921.98. Zna£i da treba obrnuti redoslijed vrhova i predznake
jednadºbe ravnine.

Novi redoslijed vrhova je B, A, D, a jednadºba ravnine

−188.48x− 45.86y + 85.56z − 846.458 = 0

i u tu jednadºbu uvr²tavamo o£i²te.

Slika 185: Zadatak rije²en

7.4 Odnos to£ke i tijela

7.4.1 Tetraedar

Algoritam radi na na£in da to£ku uvr²tavamo redom u jednadºbe ravnine i
ako za bilo koju (dovoljno je jednu) vrijednost dobijemo da je > 0, to£ka je
izvan tijela. Lijepo zapisano, to£ka V je izvan tijela ako vrijedi

(∃i)(V ·Ri > 0), i = 1, ..., n (57)

Slika 186: Zadatak
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Ovdje ne trebamo provjeravati redoslijed vrhova, nego radimo s redosli-
jedom kako je zadan. Za podsjetnik o izra£unu implicitne jednadºbe ravnine
posjetiti 3.2.3. Krenimo redom s ra£unanjem ravnina.

~n1 = (T3 − T1)× (T2 − T1)

Kad se sve uvrsti i izra£una i D, za jednadºbu se dobije

p1...5x+ 6y − 46z − 50 = 0

Tako isto i za ostale poligone

p2...7x− 62y + 6z − 70 = 0

p3...− 47x+ 14y + 10z − 234 = 0

p4...35x+ 42y + 30z + 2 = 0

Kada krenemo redom uvr²tavati to£ku T u dobivene jednadºbe, dobiva se
redom

p1... − 11

p2... − 297

p3... − 319

p4... 275

Te zaklju£ujemo da zbog £etvrtog poligona znamo da se to£ka T nalazi izvan
tetraedra.

Slika 187: Zadatak rije²en
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7.4.2 Oktaedar

Zadatak se rje²ava isto kao prethodni 7.4.1 samo ²to oktaedar ima vi²e ploha.

Slika 188: Zadatak rije²en

7.5 Warnockov postupak

7.5.1 Jednostavniji slu£aj

Sve o Warnockovom postupku moºete prona¢i u knjizi na stranici 219. i
nadalje.

Ukratko, kako kod postupka ispitivanja z-spremnika provjeravamo piksel po
piksel ekrana, tako u postupku Warnocka provjeravamo cijeli ekran odjed-
nom. Nakon toga ekran dijelimo na £etvrtine rekurzivno dok god situacija
nije jasna. Algoritam se rasteºe u £etiri slu£aja:

1. poligon je izvan prozora - prazan przor

2. jedan poligon sije£e prozor ili je u prozoru

3. jedan poligon prekriva cijeli prozor

4. vi²e poligona prekriva cijeli prozor

Kad ne moºemo jednozna£no odrediti koji je slu£aj kod prozora, dijelimo
rekurzivno dalje. Ako do sad nije jasno, bit ¢e jasnije kroz zadatak. U
su²tini, postupak Warnocka se koristi da bi se odredilo ²to je vidljivo na
ekranu, a ²to nije.
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Slika 189: Zadatak
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(a) Prvi poligon (b) Drugi poligon

Slika 190: Oba poligona zasebno

Krenimo redom i podijelimo na² ekran na 4 dijela.
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Slika 191: Prva podjela

Gledajmo sad gornji lijevi podprozor. Ne moºemo jednozna£no odrediti
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koji je od 4 slu£aja pa dijelimo dalje. Sada, od novodobivena 4 prozora
moºemo jednozna£no odrediti koji su od 4 slu£aja i to upi²emo u prozore.
Prelazimo na desni podprozor, vidimo da ne moºemo jednozna£no odrediti

Slika 192: Druga podjela

koji je slu£aj, dijelimo dalje. Tako nastavljamo dok nismo sve podprozore
rije²ili. Kona£no rje²enje je oblika
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Slika 193: Zadatak rije²en

191



Slika 194: Raznolikiji zadatak rije²en - pojavio se slu£aj 2.
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7.5.2 Sloºeniji slu£aj

Sli£an je prethodnom zadatku, za dodatne informacije posjetiti 7.5.1. Sloºeniji
slu£aj se malo razlikuje od prethodnog u smislu da ako za neki prozor do kon-
a£ne podjele ne moºemo odlu£iti koji je od 4 slu£aja, taj prozor ostavimo bez
broja. Nadalje, ako se dogodi da se u jednom prozoru preklapaju 2 poligona
i 3 poligona, podjelu je potrebno nastaviti, jer nije jednozna£no koliko polig-
ona je prikazano u istom prozoru. U ovom zadatku treba biti dosta oprezan,
jer se moºe pojaviti mali dio poligona koji moºda ne¢ete opaziti, a trebali
biste.
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Slika 195: Zadatak rije²en

194



7.6 Aktivni bridovi Watkinsov postupak

Sve o Watkinsovom postupku moºete prona¢i u knjizi na 201. stranici i
nadalje.

Kako promatraju¢i algoritam za z-spremnik promatramo piksele, za Warnockov
algoritam prozor rastavljamo na manje dijelove, tako kod Watkinsovog pos-
tupka vu£emo linije po zaslonu, od najmanje vrijednosti y-koordinate do na-
jve¢e vrijednosti y-koordinate. Prilikom toga, aktivni bridovi su oni bridovi
koje ta linija sije£e, a aktivni poligoni su poligoni koji sadrºe aktivan brid.
Iako se £ini komplicirano, kad se detaljnije prou£i napisano u knjizi, shvati
se postupak detaljnije.

Slika 196: Zadatak

Sre¢a pa se u zadatku traºi samo odre�ivanje aktivnih bridova, a ne ispisi-
vanje tablica koje se koriste pri Watkinsovom postupku. Kako bi se rije²io
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zadatak potrebno je odrediti koje bridove sije£e pojedina linija skeniranja.

Slika 197: Zadatak rije²en
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7.7 Algoritam Cohen Sutherland

Vi²e o algoritmu Cohen Sutherland moºete prona¢i u knjizi na stranici 223.

Algoritam Cohen Sutherland provjerava ho¢e li se linija (poligon) iscrtati
na zadanom podprostoru ili ne¢e. To£nije, on ¢e provjeriti ho¢e li se postu-
pak crtanja presko£iti ili ne.

Prostor se podijeli na devet dijelova i svakom dijelu se pridijeli £etverobitni
kod

Slika 198: Slika preuzeta iz knjige, pridjeljivanje koda dijelovima

Kod se pridjeljuje na sljede¢i na£in ovisno gdje se to£ka nalazi:

� prvi bit s lijeva se postavi u jedan ako je to£ka iznad ymax, ina£e 0

� drugi bit je jedan ako je to£ka ispod ymin, ina£e 0

� tre¢i bit je jedan ako je to£ka desno od xmax, ina£e 0

� £etvrti bit je jedan ako je lijevo od xmin, ina£e je 0

� ako je to£ka u vidljivom dijelu podprostora, svi njeni bitovi su 0

Kad su pridjeljeni kodovi svakoj to£ki duºine V1V2 po£inje se s ispitivanjem.

� trivijalan slu£aj - to£ke V1 i V2 se nalaze unutar prozora za crtanje i
njihovi kodovi c1 i c2 su 0000
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� ako nije trivijalan slu£aj, onda se provodi operacija AND izme�u c1 i
c2

� ako je taj rezultat razli£it od 0000 duºina trivijalno nije vidljiva
(£itava je ispod, lijevo, desno ili iznad promatranog podprostora)

� ina£e je potrebno odsijecanje duºine

Odsijecanje se provodi prema unaprijed zadanom redoslijedu ²to ¢e biti pokazano
kroz zadatak.

Slika 199: Zadatak

Vidimo da je u zadatku zadan redoslijed odsijecanja.

� GORE - prvi lijevi bit => ymax = 5

� DOLJE - drugi bit => ymin = −5

� DESNO - tre¢i bit => xmax = 5

� LIJEVO - £etvrti bit => xmin = −5
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Uvijek prvo provesti AND izme�u c1 i c2. Nadalje, vidimo da su koordinate
to£ke T1 unutar podprostora koji je 0000 te u oba koraka kod to£ke T1 stavl-
jamo Trivijalan.

�to se ti£e to£ke T2, vidimo da je njen kod c2 = 0001 i to upisujemo pod
stupac Kod redak Korak1. To zna£i, po²to je £etvrti bit u jedinici da je
potrebno LIJEVO odsijecanje, odnosno odsijecanje duºine T1T2 s pravcem
xmin = −5.

To odsijecanje se radi na na£in da izra£unamo pravac na kojem leºi ta duºina
i rije²imo dvije jednadºbe s dvije nepoznanice kako bismo dobili to£ku koja
¢e se vidjeti. Jednadºba pravca je:

6x+ 11y = 2

Kada na�emo presjek tog pravca i pravca x = −5, dobili smo y koordinatu
koju je potrebno upisati u tablicu (y = 2.91). Nakon toga je i to£ka T2

vidljiva i njen kod postaje 0000. To nije potrebno upisivati u tablicu. Mogu

Slika 200: Zadatak rije²en
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se pojaviti i malo zeznutiji slu£ajevi. Ako je jedna od to£aka na granici
izme�u dijelova prozora onda uzimamo

� ako je to£ka izme�u prozora s kodom 0000 i bilo kojeg drugog prozora,
kod to£ke je 0000

� ako je izme�u dva prozora i nijedan od njih nije 0000, kod to£ke je onaj
koji je prije po redoslijedu odsijecanja

Slika 201: Zadatak 2 rije²en - dovoljno je da se napravi AND izme�u c1 i c2

U ovom posljednjem slu£aju na slici 203 se dogodi sljede¢e. Nakon prvog
odsijecanja to£ke T1, to£ka T1 padne u podru£je 1010 koje kad se AND-a sa
c2 automatski da trivijalno rje²enje da duºina ne prolazi prozorom.
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Slika 202: Zadatak 3 rije²en

Slika 203: Zadatak 4 rije²en
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7.8 Algoritam Cyrus Beck

Detaljnije o algoritmu moºete prona¢i u knjizi na stranici 226.

Taj algoritam se koristi kako bi se odredila potencijalno ulazna i potenci-
jalno izlazna sjeci²ta duºine i tijela.
Formula za t koji £ini probodi²te je:

t =
~ni · (P0 − PEi)
−~ni ·D

(58)

Gdje je ni vektor normale poligona u 3D ili brida u 2D. P0 je po£etna to£ka
duºine, PEi je vrh poligona (moºe biti i to£ka na poligonu), a D = P1 − P0

gdje je P1 krajnja to£ka duºine. Obja²njenje formule moºete prona¢i u knjizi.

Prvo postavimo inicijalne vrijednosti PE = 0 (point entering) i PL = 1
(point leaving). Kada odre�ujemo potencijalno ulazna, odnosno potenci-
jalno izlazna sjeci²ta, gledamo kut izme�u normale poligona i vektora D
(D = P1 − P0) odnosno umnoºak ~ni · D. Ako je umnoºak negativan to£ka
je potencijalno ulazna, PE postavljamo na PE = t, ina£e je potencijalno
izlazna, ²to zna£i da PL postavljamo na PL = t. Na taj na£in smo ras-
poredili sve to£ke na PE i PL. Izbor najve¢eg PE i najmanjeg PL dat ¢e
traºeno odsijecanje. Da biste shvatili za²to je to tako pogledajte sliku 8.24 u
knjizi.
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Slika 204: Zadatak
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Prva stvar na koju je potrebno pripaziti u zadatku je orijentacija to£aka
poligona. U ovom slu£aju je to CW. Krenimo onda redom. Inicijalizirat ¢emo
PE = 0 i PL = 1. Sve to£ke se o£itaju iz koordinatnog sustava i izra£unaju
se normale.

Normale je najjednostavnije izra£unati preko vektorskog umno²ka i on os-
igurava orijentaciju. U ovom slu£aju je problem ²to je sve zadano u 2D pa
nije mogu¢e ra£unati vektorski umnoºak, ali iskoristit ¢emo £injenicu da poz-
najemo rad u homogenom prostoru. To samo zna£i da ¢emo svemu dodati
kao z koordinatu jedinicu.

Vektorskim umno²kom po£etne to£ke brida i zavr²ne to£ke brida dobijemo
normalu brida. Stoga normale redom glase:

V1 × V2 = ~n1 =

1
4
1

×
 5

11
1

 =
[
−7 4

]
V2 × V3 = ~n2 =

[
−6 5

]
V3 × V4 = ~n3 =

[
3 6

]
V4 × V5 = ~n4 =

[
11 −14

]
V5 × V1 = ~n5 =

[
−1 −1

]
Tre¢i broj koji se dobije moºe se odbaciti jer normala je dvodimenzionalna.

Nakon toga ra£unamo t-ove po formuli 58 i umno²kom ~ni ·D provjeravamo
je li to£ka PE ili PL.

t1 =
~n1 · (A− V1)

− ~n1 · (B − A)
= − 3

47
= −0.064

~n1 ·D = −47

²to zna£i da je t1 = PE. Tako isto napravimo i za ostale bridove te dobijemo
redom

t2 = −0.267 = PE

t3 = −32 = PE

t4 = 0.289 = PL
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t5 = −1 = PE

Uz to sve, znamo da jo² imamo i inicijalizirane vrijednosti PE = 0 i PL = 1
i kada sve to uzmemo u obzir, biramo najve¢u vrijednost PE i najmanju
vrijednost PL kako bismo dobili kona£ne rezultate.

Slika 205: Zadatak rije²en

205



7.9 Stvaranje BSP stabla

Sve o BSP stablima moºete prona¢i u knjizi na stranici 228 i nadalje.

U su²tini, BSP stabla se koriste kako bi se prostor podijelio na dijelove kako
bi ga se kasnije moglo e�kasnije pretraºivati. BSP stablo se stvara na sljede¢i
na£in:

� uzmi bilo koji brid kao po£etni

� podijeli prostor na podprostor iznad brida i na podprostor ispod brida

� ako prilikom podjele na podprostor, jedan od bridova prostora
sije£e pravac podjele, presijeci taj brid na dva dijela i svakom
dijelu dodijeli novi ID

� odaberi jedan brid koji ¢e se nalaziti u desnoj grani stabla - naj£e²¢e
bridovi koji su iznad odabranog

� odaberi jedan brid koji ¢e se nalaziti u lijevoj grani stabla - naj£e²¢e
bridovi koji su ispod odabranog stabla

Nakon inicijalne podjele, promatramo novoodabrane £vorove te nastavljamo
s podjelom prostora, na isti na£in, dok ne ostanemo bez bridova koje moºemo
dodati u stablo.
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Slika 206: Zadatak
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Odaberimo, npr., brid 0 kao £vor stabla koje gradimo.

Slika 207: Prikaz podjele prostora nakon odabira po£etnog £vora
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Nakon toga biramo koji brid ¢emo staviti na + stranu stabla (odnosno
koji brid ¢emo odabrati koji se nalazi iznad brida 0), a koji na - (ispod).
Pazite, strelica (->) pokazuje ²to je iznad brida, a ²to ispod. Uzmimo na
primjer iznad 1, ispod 6. I tako nastavljamo dok ne ostanemo bez bridova

Slika 208: Prikaz podjele prostora nakon odabira lijevog i desnog £vora

koje moºemo dodati u stablo.
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Slika 209: Zadatak rije²en

Ovo nije jedino mogu¢e rje²enje, ovisno o £voru koji odaberemo kao ko-
rijen, postoji mnogo drugih to£nih rje²enja.
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Slika 210: Zadatak u kojem se pojavila podjela brida na dva dijela rije²en
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7.10 Pretraºivanje BSP stabla

Sve o BSP stablima moºete prona¢i 7.9.

Slika 211: Zadatak

Krenemo redom s korijenom. Vidimo da se to£ka nalazi ispod brida 1,
stoga nastavljamo u lijevu (-) granu stabla. Tu nalije¢emo na brid 5. Vidimo
da se o£i²te nalazi iznad brida 5, te idemo u desnu (+) granu stabla. Po²to
u toj grani nema £vorova, zaklju£ujemo da bi se o£i²te nalazilo u desnom

212



djetetu £vora 5.
Ovo ²to mi "vidimo" u ra£unalu bi se interpretiralo tako da bismo to£ku
uvrstili u jednadºbu pravca na kojem leºi brid i na temelju rezultata odredili
u koju granu treba i¢i.

Slika 212: Zadatak rije²en
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7.11 Sortiranje pomo¢u BSP stabla

Sortiranje BSP stabla je opisano u knjizi na stranicama 231 i 232.

Ukratko postupak se temelji na odre�ivanju gdje se o£i²te nalazi s obzirom
na dobiveno stablo. Algoritam je oblika:

� ako je o£i²te s pozitivne strane promatranog brida, obi�i cijelu nega-
tivnu, £vor pa pozitivnu

� ako je o£i²te s negativne strane promatranog brida, obi�i cijelu pozi-
tivnu, £vor pa negativnu

Slika 213: Zadatak
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Pa krenimo od korijenskog £vora 2. Pogledajmo gdje se nalazi o£i²te s
obzirom na brid 2. O£i²te je s pozitivne strane ²to zna£i da prvo obilazimo
cijelu negativnu (-) stranu stabla, pa £vor 2 te naposlijetku pozitivnu stranu
(+). Kako £vor 2 nema negativne strane, njega upisujemo na prvo mjesto,
tj. on ¢e se prvi iscrtati.

2

Nakon toga promatramo pozitivnu stranu £vora 2, a to je £vor 0. S obzirom
na brid 0, o£i²te se nalazi iza, tj. s negativne strane brida 0. To zna£i da
¢emo prvo obi¢i pozitivnu stranu £vora 0, £vor 0 pa negativnu. Po²to prvo
obilazimo pozitivnu stranu, dolazimo do £vora 1, kako on nema ispod sebe
nikoga, dodajemo ga u listu redoslijeda iscrtavanja.

21

Nakon toga se vra¢amo u £vor 0 i iscrtavamo ga

210

Te obilazimo negativnu stranu £vora 0. To je £vor 3. S obzirom na brid
3, o£i²te je s pozitivne strane, stoga prvo obilazimo negativnu stranu £vora
3, £vor 3 pa pozitivnu. Kako £vor 3 nema negativne strane, vra¢amo se na
njega i iscrtavamo ga

2103

te idemo na £vor 4. S obzirom na brid 4, o£i²te je s negativne strane, ²to
zna£i da obilazimo pozitivnu stranu £vora 4, £vor 4 pa negativnu. Po²to prvo
obilazimo pozitivnu stranu, dolazimo do £vora 5, £vor 4 ostaje zapam¢en. S
obzirom na brid 5, o£i²te je na negativnoj strani ²to zna£i da obilazimo
pozitivnu, £vor 5 pa negativnu. Po²to prvo obilazimo pozitivnu stranu £vora
5, dolazimo do £vora 6. Kako £vor 6 nema djece, njega iscrtavamo i vra¢amo
se unatrag.

21036

Na povratku nailazimo na £vor 5 i iscrtavamo ga

210365

Kako £vor 5 nema negativne strane, vra¢amo se nazad i dolazimo do £vora
4 koji se iscrtava

2103654
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Kako £vor 4 nema negativne strane, gotovi smo s algoritmom i obi²li smo sve
£vorove.

Zna£i, algoritam je gotov kad su svi £vorovi iscrtani. Dodatno, ne moºemo
iscrtati £vor dok nije rije²ena jedna njegova strana u potpunosti. Dodatni
primjeri su nakon ove stranice.

Slika 214: Zadatak rije²en
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Slika 215: Zadatak 2 rije²en
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Slika 216: Zadatak 3 rije²en
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7.12 BSP pridruºivanje regija trokuta £vorovima stabla

Slika 217: Zadatak

Ovaj zadatak nije kompliciran. Dovoljno je pogledati listove stabla (oni
£vorovi koji nemaju niti lijevo niti desno dijete) te odrediti kojem od poligona
oni pripadaju. Nakon toga, ako taj brid gleda prema unutra²njosti poligona,
poligon postaviti na + stranu tog lista. Ako brid gleda van poligona, na -
stranu tog lista se poligon postavlja.
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Slika 218: Zadatak rije²en
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Slika 219: Zadatak 2 rije²en

221



8 Modeli i postupci osvjetljavanja, sjen£anje,

sjene

8.1 Empirijski modeli

8.1.1 Konstantno sjen£anje u to£ki

Sve o Phongovom modelu osvjetljavanja moºete prona¢i u knjizi na stranici
237.

Tri su komponente koje osvjetljuju objekt:

� ambijentna - sluºi tome kako bi osvjetlila nevidljive dijelove, na primjer,
ako u mraku pogledate donji dio stola, on ne¢e biti u potpunosti crn,
nego ¢e imati neku boju

� difuzna - konkretna svjetlost koja dolazi od izvora na tijelo koje se
promatra

� zrcalna - daje sjaj

Ambijentna komponenta se ra£una prema izrazu

Ig = ka · Ia (59)

ka ∈ [0, 1] i daje koliko ¢e svjetlosti Ia biti apsorbirano, a koliko re�ektirano.

Difuzna komponenta se ra£una

Id = Ii · kd · cos(θ) (60)

Slika 220: Difuzna komponenta, slika preuzeta iz knjige
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kd ∈ [0, 1], Ii je intenzitet to£kastog izvora, a α je kut izme�u normale
povr²ine i vektora od promatrane to£ke prema izvoru (~l). Ako su ~l i ~n
jedini£ni te ako postoji vi²e izvora svjetlosti, izraz je oblika

Id = kd ·
∑
m

Ii,m ·max(~l · ~n, 0) (61)

Zrcalna komponenta se ra£una

Is = Ii · ks · cosn(α) (62)

Ii je intenzitet izvora, ks ∈ [0, 1], n predstavlja grubo¢u povr²ine, a α je kut

Slika 221: Zrcalna komponenta, slika preuzeta iz knjige

izme�u re�ektirane zrake ~r i vektora od povr²ine do o£i²ta ~v.

Ako su ~r i ~v jedini£ni, izraz prelazi u

Is = ks · Ii · (~r · ~v)n (63)

Ukupni intenzitet je zbroj sve tri komponente.

Konstantno sjen£anje zna£i da ¢emo cijeli poligon obojati na temelju jedne
to£ke poligona.
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Slika 222: Zadatak

Odmah moºemo izra£unati ambijentnu komponentu prema izrazu 59

Ia = 124 · 0.78 = 96.72

Sljede¢a stvar koju je potrebno primijetiti da je re£eno kako je poligon okrenut
prema izvoru svjetlosti. Sada ¢emo provjeriti jesu li to£ke koje su zadane u
zadatku zadane u dobrom redoslijedu. To£nije, ho¢e li normala gledati prema
izvoru svjetlosti ili suprotno od njega. To ¢e samo promijeniti predznake nor-
male, ali to je dobro napraviti kako kasnije ne bi do²lo do gre²ke u ra£unu.
Podsjetnik kako se provjerava je li to£ka ispred ili iza ravnine moºete prona¢i
u ovom zadatku 7.3.

To ¢emo napraviti na na£in da ¢emo izra£unati jednadºbu ravnine u ko-
joj leºi zadani poligon, nakon toga ¢emo u jednadºbu ravnine uvrstiti koor-
dinate izvora svjetlosti te ako dobijemo pozitivan broj, poligon je okrenut
prema izvoru svjetlosti. Ako dobijemo negativan broj, potrebno je promijen-
iti predznake normale.

Normalu ra£unamo
(V1 − V0)× (V2 − V0) = ~n

~n =

−39
−12

9


224



�to zna£i da za sad imamo jednadºbu ravnine

−39x− 12y + 9z +D = 0

D ¢emo izra£unati tako da uvrstimo npr. to£ku V1 u jednadºbu ravnine.
Kona£na jednadºba ravnine je

−39x− 12y + 9z + 42 = 0

Kada uvrstimo koordinate izvora svjetlosti, dobijemo -222, ²to zna£i da je
poligon okrenut le�ima izvoru svjetlosti. Sada samo promijenimo predznake
normale i normala je oblika

~n =

39
12
−9


Sada kada imamo normalu, kako bismo izra£unali difuznu komponentu, potre-
ban nam je vektor ~l. Sa slike 220 je vidljivo da je on jednak

~l = I − S

Gdje I predstavlja koordinate to£ke izvora svjetlosti, a S predstavlja sredi²te
poligona.

Sredi²te poligona ¢emo izra£unati na sljede¢i na£in

S = (
x1 + x2 + x3

3
,
y1 + y2 + y3

3
,
z1 + z2 + z3

3
) = (3,−5, 1.67)

Odnosno, vektor ~l je

~l =

 2
10
−2.67


Sada kada imamo vektor ~l moºemo izra£unati difuznu komponentu 60.

Id = Ii · kd ·
~l · ~n
|~l| · |~n|

Ovaj zadnji dio formule se dobije iz skalarnog umno²ka ~l i ~n. Kada uvrstimo
sve vrijednosti dobije se Id = 45.667

Posljednja komponenta je zrcalna. Za nju nam je potreban re�ektirani vektor
~r i vektor od sredi²ta poligona do o£i²ta ~v. Kako bismo izra£unali re�ektirani
vektor, dobro je imati skicu da se razumije kako se do²lo do njega.
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Slika 223: Skica za zrcalnu komponentu

Znamo da je kut upadnog vektora i re�ektiranog jednak. Nadalje, sa skice
moºemo primijetiti £emu je jednak vektor ~r

~r = ~l + 2 · ~p

A vektor ~p je jednak
~p = ~k −~l

Odnosno, ~r
~r = 2 · ~k −~l

Stoga je prvo potrebno odrediti vektor ~k. Vidimo da je ~k projekcija vektora
~l na vektor ~n. Podsjetnik 3.2.4. Uz pomo¢ skalarnog umno²ka moºemo
izra£unati ~k. Kako je

~n ·~l = |~n| · |~k|

|~k| = ~n ·~l
|~n|

Ako ne razumijete otkud ovo, posjetite podsjetnik.

Po²to ~k leºi na vektoru ~n, kako bismo izra£unali njegovu vektorski vrijed-
nost dovoljno je pomnoºiti njegovu duljinu s jedini£nim vektorom ~n

~k = |~k| · ~n
|~n|

~k =
~n ·~l
|~n|
· ~n
|~n|
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Ovdje je bitno razlikovati ovaj prvi puta i drugi puta, ~k se tuma£i kao skalarni
umnoºak ~n i ~l normiran po |~n| se mnoºi sa jedini£nim vektorom ~n. Na ovaj
na£in se dobije vektor, a ne skalar. Kad se uvrste vrijednosti dobije se

~k =

 4.959
1.5259
−1.145


Sada moºemo izra£unati i vektor ~r

~r =

 7.918
−6.948

0.38



Nadalje, potreban nam je jo² vektor ~v, sa slike 221 se vidi da je on jednak

~v = O − S

gdje je O o£i²te, a S sredi²te poligona

~v =

 1
2

−11.67


Sad kada sve uvrstimo u 62

Is = ks · Ii · (
~r · ~v
|~r| · |~v|

)n

Dobije se
Is = 0.006347

Ukupni intenzitet je zbroj sve tri komponente

I = Ia + Id + Is = 142.39
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Slika 224: Zadatak rije²en
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8.2 Prelazni modeli

8.2.1 Re�ektirana i lomljena zraka - 2D slu£aj

Detaljnije moºete prona¢i u knjizi na stranici 235. Zakon re�eksije kaºe da

Slika 225: Prikaz re�eksije i loma svjetlosti, slika preuzeta iz knjige

je upadni kut svjetlosti jednak re�ektiranom kutu

Zakon loma svjetlosti (Snellov zakon) se odnosi na kut izme�u normale i
lomljene zrake β obzirom na upadni kut α. Vrijedi

sin(α)

sin(β)
=
n2

n1

=
v1

v2

(64)

gdje su n1 i n2 indeksi loma svjetlosti, a v1 i v2 brzine ²irenja vala kroz
sredstvo. n je de�niran kao

n =
c

v
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Slika 226: Zadatak

Obja²njenje kako dobiti re�ektiranu zraku moºete prona¢i u prethodnom
poglavlju 8.1.1 te skica 223. Kako su u zadatku svi vektori normirani, ne
moramo se mu£iti s normiranjem.

~r = 2 · ~k −~l

~k = ~n · (~l · ~n)

Ovdje se primijeti razlika izme�u prvog puta i drugog puta. ~k moºemo
tuma£iti kao normirani prvi vektor puta skalarni umnoºak ~l i ~n. Za rje²enje
se dobije

~k =

 0
0

0.53


odnosno

~r =

 0
−0.85
0.53



Za lomljeni vektor se malo druga£ije radi. Snellov zakon moºemo zapisati i
kao

n1 · sin(α) = n2 · sin(β)
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Nadalje, sinuse moºemo raspisati preko formule za duljinu vektorskog um-
no²ka

|~a×~b| = |~a| · |~b| · sin(α) (65)

Kako su u zadatku jedini£ni vektori

sin(α) = ~a ·~b

pa izraz za Snellov zakon prelazi u (po pravilu desne ruke)

n1 · (~n×~l) = n2 · (~t× ~n)

gdje je ~t oznaka za vektor lomljene zrake.

1.66 · (−0.85~i+ 0~j + 0~k) = 1.89 · (yt~i− xt~j + 0zt~k)

Kako izra£unati vektorski umnoºak dva vektora moºete prona¢i na
https://www.youtube.com/watch?v=fovkY_PN5pY&t=82s
Sada izjedna£imo koordinate uz jedini£ne vektore ~i, ~j i ~k te dobijemo

y =
1.66 · (−0.85)

1.89
= −0.747

x = 0

te z ne moºemo izra£unati. Ali kako znamo da ~t mora biti jedini£ni, moºemo
iskoristiti tu jednadºbu √

x2 + y2 + z2 = 1

z =
√

(1− 0.7472) = ±0.665

Ali kako znamo da je ~t suprotne orijentacije od vektora ~l odaberemo minus
predznak
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Slika 227: Zadatak rije²en

8.2.2 Re�ektirana i lomljena zraka - 3D slu£aj, ne²to jednostavniji

Zadatak se rje²ava isto kao prethodni 8.2.1, samo ²to u ovom slu£aju x nije
0.

Slika 228: Zadatak rije²en
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8.2.3 Re�ektirana i lomljena zraka - 3D slu£aj, sloºeniji

Zadatak se rje²ava isto kao i 8.2.1 uz nekoliko razlika. ~r se ra£una isto. Nakon
toga se dobiju 3 jednadºbe prilikom ra£unanja ~t.

Konkretno

Slika 229: Zadatak rije²en

0.1773y − 1.229z = 0.417627

−0.1773x+ 1.6154z = −0.727503

1.1229x− 1.6154y = 0.802473

Ali kad te jednadºbe poku²amo rije²iti ne dobijemo rje²enje. Umjesto te tri,
odabrat ¢emo dvije, a tre¢a ¢e biti izra£unata na sljede¢i na£in. Znamo da
je β kut izme�u -~n i ~t. Stoga tre¢u jednadºbu moºemo iskoristiti skalarni
umnoºak izme�u -~n i ~t

−~n · ~t = cos(β)

Ne treba pisati duljina od ~n i ~t jer su jedini£ni. β moºemo izra£unati iz
Snellovog zakona.

sin(β) =
n1

n2

· sin(α)

α moºemo izra£unati isto preko skalarnog umno²ka, ali ~n i ~l. Za α se dobije

α = 51.85
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Automatski slijedi β
β = 35.93

Sada kada imamo β, moºemo raspisati jednadºbu −~n · ~t

−0.82x− 0.57y − 0.09z = cos(β) = 0.8097

i to je tre¢a jednadºba. Uzmemo bilo koje dvije od tri te ovu tre¢u i dobijemo
rje²enja.

8.2.4 Postupak pra¢enja zrake

Slika 230: Zadatak
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Potrebno je skicirati nastavak zrake koja se odbija od nacrtana dva tijela.

Kako je ka = 0 i Ia = 0 to zna£i da ambijentnu komponentu moºemo

Slika 231: Re�ektirana zraka

zanemariti. Nadalje, kako je kd = 1 i Id = Ii = 1 po formuli 60, potrebno je
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samo izra£unati cos(θ), odnosno

I = cos(θ) =
~n ·~l
|~n| · |~l|

i to je jedino ²to utje£e na intenzitet u to£ki.

Prilikom odabira normale treba biti oprezan. To£nije, normala mora gle-
dati van tijela Kako bi se prisjetili izra£una normale, posjetiti 3.1.4.

Slika 232: Skicirani vrhovi i normale
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Za to£ku (13, 4) normala treba gledati van tijela, pa se kre¢emo od to£ke
B prema to£ki A. Kako bismo izra£unali vrijednost normale, prebacimo se
u homogeni prostor

~n1 = B × A =

11
4
1

×
14

4
1

 =

 0
3
−12


Sada samo odbacimo -12 i normala je oblika

~n1 =

[
0
3

]
Nakon toga potrebno je izra£unati vektor ~l od to£ke (13, 4) do to£ke izvora
svjetlosti I(16, 8)

~l1 =

[
16
8

]
−
[
13
4

]
=

[
3
4

]
Sada kada imamo ~n1 i ~l1 moºemo izra£unati intenzitet u to£ki (13, 4)

I = 0.8

Isto napravimo i za drugu to£ku (8, 6.5)

~n2 = D × C =

8
8
1

×
8

6
1

 =

[
2
0

]

i ~l
~l2 =

[
16
8

]
−
[

8
6.5

]
=

[
8

1.5

]
I = 0.983
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Slika 233: Zadatak rije²en
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Slika 234: Zadatak 2 rije²en

Ako se to£ka za koju ra£unamo intenzitet ne vidi iz izvora, automatski
moºemo pisati da je intenzitet u toj to£ki 0. Izra£un bi dao negativan broj.
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9 Boja u ra£unalnoj gra�ci

9.1 Ljudsko oko i percepcija intenziteta

Detaljnije moºete prona¢i u knjizi na stranici 264 i nadalje. Ljudsko oko
se moºe interpretirati nelinearnom raspodjelom intenziteta. To se moºe
prikazati na sljede¢i na£in

I1 = I0 · r

I2 = I0 · r2

In = I0 · rn
Kako znamo da je In = 1,

r = (
1

I0

)
1
n (66)

gdje r predstavlja konstantan omjer susjednih intenziteta, a I0 je po£etni
intenzitet.
U op¢em slu£aju vrijedi

Ij = rj · I0 = ((
1

I0

)
1
n )j · I0 = I

1− j
n

0 (67)

gdje je n broj memorijskih lokacija.
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Slika 235: Zadatak

Dovoljno je uvrstiti u formulu 67.

I30 = 0.0171− 30
127
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Slika 236: Zadatak rije²en

242



10 Fraktali

10.1 Ispitivanje to£ke Mandelbrotovog skupa

Malo duºi video koji obja²njava Mandelbrotov skup
https://www.youtube.com/watch?v=FFftmWSzgmk
U knjizi na stranici 288 tako�er moºete prona¢i informacija o Mandelbro-
tovom skupu.

zn+1 = z2
n + c, z0 = 0 (68)

Ukratko, kompleksni broj c pripada Mandelbrotovom skupu ako kako n teºi u
∞ modul novonastalog kompleksnog broja se nalazi unutar kruºnice radijusa
ε
Intuitivnije je za shvatiti da kompleksni broj c ne pripada Mandelbrotovom
skupu ako kako n teºi u ∞ modul kompleksnog broja z beskona£no raste.
Modul kompleksnog broja je

z = x+ yi kompleksni broj z

|z| =
√
x2 + y2 modul kompleksnog broja z

Kako bismo na ra£unalu prikazali izgled Mandelbrotovog skupa moramo

Slika 237: Zadatak

beskona£nu ravninu diskretizirati.
To se radi na sljede¢i na£in

x− xmin
xmax − xmin

=
u− umin

umax − umin
(69)

y − ymin
ymax − ymin

=
v − vmin

vmax − vmin
(70)

gdje su x i y koordinate ekranske to£ke, a u i v koordinate kompleksne to£ke.
Konkretan algoritam koji se koristi u zadatku je
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int d ivergence_tes t ( complex c , int l im i t , int ep s i l o n ){
complex z ;
z . r e = 0 ; z . im = 0 ;
for ( int i =0; i<=l im i t ; i++){

double next_re = z . re *z . re − z . im*z . im + c . re ;
double next_im = 2* z . re *z . im + c . im ;
z . re = next_re ;
z . im = next . im ;
double modul2 = z . re *z . re + z . im*z . im
i f (modul2 > ep s i l o n ) return i ;

}
return 0 ;

}

gdje se sljede¢i imaginarni ra£una prema izrazu 68. Naravno, ne postoji tip
podatka complex u C-u pa treba samo napraviti strukturu.
Sada kad imamo sve podatke, moºemo provesti algoritam i provjeriti pripad-
nost to£ke z′.

xmin = 0 ymin = 0

xmax = 800 ymax = 600

umin = −2 vmin = −1

umax = 0.25 vmax = 1

x = 418 y = 204

Iz navedenih podataka dobijemo z′, tj. trebaju nam u i v iz jednadºbi 69 i
70. Kad se izra£unaju u i v dobije se

z′ = u+ vi

z′ = −0.824375− 0.32i

Sad kad imamo z′, uvrstimo ga u algoritam i provodimo algoritam divergencetest
limit = 8 puta

z0 = 0

|z0| = 0

z1 = z2
0 + z′ = −0.824375− 0.32i
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|z1| = 0.88

z2 = z2
1 + z′ = −0.247 + 0.2076i

|z2| = 0.323

z3 = z2
2 + z′ = −0.806− 0.423i

|z3| = 0.91

z4 = z2
3 + z′ = −0.353 + 0.362i

|z4| = 0.51

z5 = z2
4 + z′ = −0.831− 0.575i

|z5| = 1.01

z6 = z2
5 + z′ = −0.465 + 0.635i

|z6| = 0.79

z7 = z2
6 + z′ = −1.012− 0.911i

|z7| = 1.36

z8 = z2
7 + z′ = −0.631 + 1.524i

|z8| = 1.65

Kako ni u jednom od 8 koraka nismo dobili modul kompleksnog broja ve¢i od
epsilon = 296, zaklju£ujemo kako to£ka pripada skupu i za rje²enje upisujemo
0.

Slika 238: Zadatak rije²en
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10.2 Generiranje fraktala L-sustavom

Sve o L-sustavima moºete prona¢i u knjizi na stranici 300 i nadalje. U knjizi

Slika 239: Zadatak

je lijepo opisano kako se koji znak interpretira.
F predstavlja kretanje od po£etne to£ke duºine do krajnje to£ke duºine.
+ predstavlja rotaciju od +45◦, odnosno rotaciju u smjeru CCW
- predstavlja rotaciju od −45◦, odnosno u smjeru CW.
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Krenemo redom, nalazimo se u po£etnoj to£ki zelene linije i idemo prema
krajnjoj to£ki zelene linije. Kada do�emo do krajnje to£ke upisujemo F .
Sljede¢e na redu je okret za +45◦ u smjeru CCW. To zna£i da upisujemo +.
Onda se nalazimo u po£etnoj to£ki prve crne linije. Kada do�emo do krajnje
to£ke prve crne linije upisujemo F , onda radimo rotaciju za −45◦ odnosno
upisujemo -, itd.

Slika 240: Zadatak rije²en
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11 Novi zadaci

11.1 Mip-mape, odabir mapa

Dodatne informacije o mip-mapama moºete prona¢i u knjizi na stranici 274
i nadalje.

Mip-mape su sklopovski podrºano teksturiranje objekta £ija je jedna od
zada¢a uklanjanje aliasinga.
Kako rije²iti zadatak? Kako pi²e da je slika zadana u koordinatnom sus-
tavu mip-mapa 256×256, izme�u 0 i 1 ima 16 kvadrati¢a, znamo da svaki
kvadrati¢ ima povr²inu 16×16. Nadalje, izbrojimo koliko kvadrati¢a se nalazi
izme�u lijeve to£ke poligona i desne. U ovom slu£aju 11. Nakon toga izbro-
jimo koliko se kvadrati¢a nalazi izme�u gornje i donje to£ke poligona. U
ovom slu£aju 7. Sada izra£unamo povr²inu poligona

P = 16 · 16 · 11 · 8 = 22528

Po²to interpoliramo najbliºim susjedom, uzimamo onu mip-mapu koja je
bliºa dobivenoj povr²ini. U ovom slu£aju to je Mip-mapa 16348:1 (2×2).
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Slika 241: Zadatak rije²en
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11.2 Mip-mape, stvaranje mapa

Detaljnije o mip-mapa moºete prona¢i u prethodnom zadatku 11.1.

Slika 242: Zadatak
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Kako bismo otkrili koji broj se nalazi u gornjem lijevom kutu mip-mape
2×2, moramo otkriti ²to se nalazi u gornja 4 (nazna£ena bojama) kvadrata.
A kako bismo otkrili ²to se nalazi u njima, izra£unati aritmeti£ku sredinu
ozna£enih kvadrata u mip-mapi 8×8.
Crveno zaokruºeni kvadrat ¢e dati aritmeti£ku sredinu

AS =
0.03 + 0.02 + 0.0 + 0.03

4
= 0.02

te to upisujemo u prvi od 4 kvadrata. Tako nastavljamo dalje i rje²enje je
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Slika 243: Zadatak rije²en
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11.3 Interpolacija boje baricentri£nim koordinatama

Slika 244: Zadatak

Za ovaj zadatak je prvo potrebno izra£unati baricentri£ne koordinate
zadanih to£aka. Poslije toga je potrebno pomo¢u tih baricentri£nih koor-
dinate izra£unati intenzitete u to£kama. Zapravo je ovo kombinacvija 3.1.3 i
6.1.6.
Prvo ¢emo izra£unati baricentri£ne koordinate[

10
4

]
= t1 ·

[
4
2

]
+ t2 ·

[
17
2

]
+ t3 ·

[
14
9

]
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Iz toga dobijemo dvije jednadºbe s tri nepoznanice

4t1 + 17t2 + 14t3 = 10

2t1 + 2t2 + 19t3 = 4

tre¢a jednadºba je ta da zbroj sve tri baricentri£ne koordinate mora biti 1

t1 + t2 + t3 = 1

Kao rje²enje se dobiju

t1 =
113

221

t2 =
82

221

t3 =
2

17

Preporuka je ostaviti u razlomku jer se dobiju najto£nija rje²enja.
Sad kada imamo baricentri£ne koordinate, napravit ¢emo interpolaciju po-
mo¢i njih koriste¢i intenzitete u vrhovima, na isti na£inRG

B

 =
113

221
·

242
49
2

+
82

221
·

 23
229
0

+
2

17
·

 36
28
254


Rje²enja su

R = 137

G = 113

B = 31

Rje²enja moraju biti cijeli brojevi jer je tako zadano u zadatku. Kada
kliknemo na vrh, otvori se prozor u koji treba upisati RGB komponentu
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Slika 245: Prozor za upis
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Slika 246: Izgled nakon upisa RGB prve to£ke
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Istu stvar radimo za drugu to£ku.
Rje²enja za drugu to£ku su

t1 =
141

221

t2 =
28

221

t3 =
4

17

R = 166

G = 67

B = 61
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Slika 247: Zadatak rije²en
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11.4 Probodi²te pravca kroz trokut

Slika 248: Zadatak

Ideja je sljede¢a, odrediti jednadºbu pravca koji prolazi to£kama P i K
(3.2.1), nakon toga odrediti jednadºbu ravnine u kojoj leºi trokut (3.2.3).
Nakon toga odrediti sjeci²te ravnine i pravca (3.2.8). Kad smo odredili sje-
ci²ta, uz pomo¢ baricentri£nih koordinata provjeriti je li sjeci²te u trokutu
(6.1.1).

Jednadºba pravca je

p =
[
t 1

]
·
[

13.27 3.68 −26.71
−6.90 −2.83 6.81

]
Odnosno

x = 13.27t− 6.9

y = 3.68t− 2.83

z = −26.71t+ 6.81

Nakon toga odre�ujemo jednadºbu ravnine. Normala n ravninu je

~n = (B − A)× (C − A)

~n =

 2.7476
0.0396

107.8888


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²to zna£i da imamo jednadºbu ravnine oblika

2.7476x+ 0.0396y + 107.8888z +D = 0

D ¢emo izra£unati tako da to£ku A uvrstimo u jednadºbu ravnine

D = 0.110088

Sada kada imamo jednadºbu ravnine, x, y i z pravca uvrstimo u jednadºbu
ravnine i dobijemo t

t = 0.2516

Kada dobiveni t uvrstimo u jednadºbu pravca dobijemo to£ke

x = −3.56

y = −1.9

z = 0.09

No sad jo² uvijek ne znamo leºi li dobivena to£ka u trokutu. Iskoristit ¢emo
baricentri£ne koordinate kako bismo to odredilixy

z

 = t1 ·

xAyA
zA

+ t2 ·

xByB
zB

+ t3 ·

xCyC
zC


Kada uvrstimo brojeve, dobijemo tri jednadºbe s tri nepoznanice

6.29t1 − 9.89t2 − 2.69t3 = −3.56

−3.29t1 + 2.31t2 − 6.85t3 = −1.9

−0.16t1 + 0.25t2 + 0.07t3 = 0.09

Ali kako bi bilo najsigurnije rje²enje, umjesto jedne od tri jednadºbe (npr.
posljednje) ¢emo koristiti

t1 + t2 + t3 = 1

Za rje²enja se dobije
t1 = 0.26

t2 = 0.44

t3 = 0.3

Iz £ega zaklju£ujemo da dobivena to£ka leºi u trokutu, tj. pravac sije£e
trokut.
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Slika 249: Zadatak rije²en
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